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Théorie unitaire du champ physique 


PAR 


A. EINSTEIN 


1. — La « théorie unitaire du champ physique » se propose de renou- 
veler la théorie de la relativité générale en réunissant, dans une disci- 
pline unique, les théories du champ électromagnétique et du champ de 
gravitation. 

A l'heure actuelle cette nouvelle théorie n’est qu'un édifice mathé- 
matique, à peine relié par quelques liens très lâches à la réalité phy- 
sique. Elle a été découverte par des considérations exclusivement for- 
melles et ses conséquences mathématiques n’ont pas pu être suff- 
samment développées pour permettre la comparaison avec l'expérience. 
Néanmoins, cette tentative me semble très intéressante en elle-même ; 
elle offre surtout de magnifiques possibilités de développement et c’est 
dans l’espoir que les mathématiciens s’y intéresseront, que je me per- 
mets de l’exposer et de l’analyser ici. 


2.— Au point de vue formel, l’idée fondamentale de la théorie de la 
relativité générale est la suivante : l’espace à quatre dimensions, dans 
lequel ont lieu les phénomènes, n’est pas amorphe, mais possède une 
structure ; l'existence de celle-ci se traduit par l'existence d’une mé- 


trique riemannienne dans cet espace. 
Physiquement, cela signifie qu’il existe une forme quadratique fonda- 


mentale 
ds = g,,4x"dx" 
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caractéristique de cet espace, qui exprime sa métrique, et qui, égalée 
à zéro, 
HS =D AA 4 == 0 


définit la loi de la propagation de la lumière dans cet espace. Cette 
forme quadratique est donc reliée intimement à la réalité physique ; 
son introduction n’est pas un simple jeu de l’esprit et son emploi se 
justifie par la correspondance qu’on peut établir entre ses coefficients 
guy et un ordre de phénomènes connus, — Îles phénomènes de gravita- 
tion. 

La structure de l’espace étant définie par la forme quadratique fon- 
damentale, le problème qui se pose alors est le suivant : quelle est 
la loi la plus simple qu’on puisse imposer aux coefficients guy ? La 
réponse est donnée par la théorie tensorielle de RIEMANN. On peut 


former à partir des g. et de leurs dérivées un tenseur R;, Im appelé 


y 
le tenseur de courbure de RIEMANN. En le contractant par rapport 
aux indices 2 et » on en déduit un autre tenseur de second rang Ru. 
La loi la plus simple à laquelle on puisse assujettir les gu, s'exprime sim- 


plement par l’équation 
Ru ==} 


Cette théorie serait la théorie physique idéale si elle pouvait décrire 
complètement le champ de forces qui existe réellement dans la nature, 
c’est-à-dire l’ensemble du champ de gravitation et du champ élec- 
tromagnétique. Mais l’équation Rx — 0, qui semble décrire les 
phénomènes de gravitation, ne rend absolument pas compte des phé- 
nomènes électromagnétiques. La métrique seule ne suffit pas pour 
décrire cet ensemble. 

Pour caractériser complètement l’espace, on cherchait à se donner, en 
plus.de la forme fondamentale g,,4xtdx", une forme linéaire oudxr, 
dont les coefficients +, seraient les composantes du vecteur potentiel 
électromagnétique. Les équations complètes du champ seraient alors 
de la forme Ru + Tu — 0, Tm étant un terme dépendant des poten- 
tiels, le tenseur électromagnétique de MAXWELI par exemple, ou quelque 
chose d’analogue. Cependant cette manière de procéder n’est pas satis- 
faisante. En effet, l'équation Ru + Tu — 0 renferme deux termes indé- 
pendants ; on peut logiquement en changer un sans toucher à l’autre. 
On introduit de cette façon, dans la théorie, deux éléments indépen- 
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dants, correspondant à deux «états » de l’espace. La nature présente- 
rait ainsi un manque d'unité auquel notre esprit se refuse absolument 
de croire. I1 semble au contraire beaucoup plus satisfaisant d’attri- 
buer ce défaut à l’imperfection de la théorie, et de chercher à la complé- 
ter, à l’enrichir, pour réaliser une unité vers laquelle notre esprit tend 
invinciblement. 

La théorie unitaire du champ physique part donc de la constatation 
que la métrique seule ne suffit pas pour décrire les phénomènes. Ce- 
pendant, celle-ci fournit au moins une partie de la vérité ; elle possède 
certainement un substratum physique. Le problème qui se pose alors, 
consiste à trouver l'élément qui complètera la métrique et qui per- 
mettra de décrire la structure de l’espace sans rien laisser de côté. 


8. — Dans ce but, cherchons quel est le sens de la notion de mé- 
trique riemannienne et quelle représentation on peut en donner. 

Considérons un continu à # dimensions, présentant une structure 
riemannienne. Un tel continu est caractérisé par le fait que la géomé- 
trie euclidienne est valable dans un domaine infiniment petit autour 
d'un point donné. De plus, si on se donne deux points À et B à dis- 
tance firie, on peut comparer entre elles les longueurs de deux élé 
ments linéaires, situés en À et en B, mais on ne peut pas faire la même 
chose pour leurs directions ; dans la géométrie riemannienne il n’existe 
pas de parallélisme à distance. 


4. — Imaginons dans un tel espace, en un point donné, un système 
cartésien de coordonnées, c’est-à-dire un système de n axes rectangu- 
laires, portant chacun un vecteur unité. Nous appellerons un tel sys- 
tème d’axes un #-pode (n-Bein). 

Le domaine euclidien infinitésimal entourant un point est complète- 
ment caractérisé quand on s’est donné un #-pode en ce point. Ia mé- 
trique de l’espace est connue si l’on a fixé un #-pode en chaque point 
de cet espace. Mais inversement, la métrique d’un espace riemannien 
ne suffit pas pour déterminer d’une manière univoque, un #-pode en 
chaque point. En effet, la métrique de l’espace reste la même si l’on 
fait subir à tous les n-podes des rotations arbitraires. Quand on ne se 
donne que la métrique, l'orientation des #-podes n’est pas fixée ; il 
reste encore un certain arbitraire dans la détermination de la struc- 
ture de l’espace. On voit donc de cette façon, que la description des 
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espaces par des #-podes est, en quelque sorte, plus riche que la descrip- 
tion à l’aide de la forme quadratique fondamentale. On conçoit qu'on 
puisse trouver dans l'arbitraire qu’introduit cette description, les 
moyens de rattacher à la structure de l’espace la cause des phéno- 
mènes électromagnétiques, qui n’ont pas encore trouvé de place dans 
la théorie. 

Ce n’est pas la première fois qu'on envisage de tels espaces. Du 
point de vue purement mathématique ils ont déjà été étudiés aupara- 
vant. M. CARTAN a eu l’amabilité de rédiger, pour les Mathematsche 
Annalen, une note exposant les diverses phases du développement 
formel de ces conceptions. 

Supposons qu’on se donne un #-pode en À ; la structure de l’espace 
sera définie si nous nous donnons en chaque autre point un #-pode 
quelconque, que nous regarderons comme parallèle au premier, par 
définition. Entre deux points de l’espace on peut donc établir outre 
une relation de grandeur, une relation de direction. La notion de 
parallélisme à distance possède maintenant un sens précis, qu’elle 
ne pouvait pas avoir dans la théorie de RIEMANN. Deux vecteurs 
ayant leurs origines en des points à distance finie, seront paral- 
lèles, s’ils ont les mêmes composantes dans leurs systèmes Iocaux. 
Quand on caractérise la structure de l’espace par un champ de #-podes, 
on exprime en même temps, l'existence d’une métrique riemannienne 
et celle du parallélisme à distance ; entre deux éléments infinitésimaux 
de cet espace il y a ainsi non seulement une relation de grandeur, ex- 
primée par la métrique, mais aussi une relation de direction, exprimée 
par l'orientation des #-podes. 

En résumé, la seule hypothèse nouvelle à introduire pour arriver 
à une géométrie plus complète que celle de RIEMANN, concerne 
l'existence de « directions » dans l’espace et de relations entre ces di- 
rections. Cette notion de « direction » n’est pas contenue, ni dans la 
notion de continu, ni dans celle d'espace. Il faut donc une hypo- 
thèse supplémentaire pour admettre qu’il y a dans l’espace quelque 
chose comme les relations de direction, exprimées par l'existence d’un 
parallélisme à distance finie. 

Cependant il est facile de voir que, même avec l'hypothèse du pa- 
rallélisme à distance jointe à celle d’une métrique riemannienne, le 
champ des #-podes n’est défini qu’à une rotation près (commune pour 
tous les #-podes). ; 


CR 


THÉORIE UNITAIRE DU CHAMP PHYSIQUE 


9. — Introduisons un système général de coordonnées de Gauss et 
considérons le #-pode attaché au point P. Soient As les composantes 
des vecteurs unitaires de l’n-pode dans le système de coordonnées de 
Gauss. Dans ce qui suit, tout index grec sera relatif aux coordonnées et 
tout index latin à l’#-pode. », représente donc la composante y-ème 
du vecteur unité correspondant à l’axe s de l’#-pode. Dans un espace 
quadridimensionnel, # — 4, nous avons donc 16 grandeurs h,Y qui dé- 
crivent parfaitement la structure de l’espace. 

Ces grandeurs étant données, on peut calculer les composantes d’un 
vecteur quelconque À dans un système local, en fonction de ses compo- 
santes dans le système de Gauss. On a 


(1) AU À; 

et inversement 

(2) ES 

où les h, sont les mineurs du déterminant 4 — |hs’| divisés par 4. 


Suivant l'usage, on doit faire la sommation par rapport aux indices 
qui se trouvent figurer deux fois. 

Pour avoir la métrique de cet espace calculons la grandeur d’un vec- 
teur A. Dans un système local, la géométrie euclidienne étant valable, 
on a : 


(3) ANA EN ELA AE 


Les coefficients de la forme métrique fondamentale g,,4x"#dx seront 
donc donnés par 


(4) Euv — huh 


On voit donc qu’un champ de #-podes (44) détermine complètement 
la métrique (gu») mais que la réciproque n’est pas vraie. 

Les grandeurs hs forment le tenseur fondamental analogue au 
tenseur gu, de l’ancienne théorie ; pour le cas # = 4, il y a 16 gran- 
deurs hs’ et seulement 10 guv. 

La conception de tenseur se trouve élargie dans cette théorie. En 
effet, nous devons considérer ici, non seulement les transformations 
changeant le système de coordonnées, mais aussi celles qui modifient 
l'orientation des #-podes. Les n-podes sont déterminés à une rotatiou 
près ; les seules relations admissibles devront donc être invariantes 
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par rapport à une telle rotation. Par exemple, changeons en même 
temps le système de coordonnées et l'orientation des systèmes locaux. 
La rotation étant caractérisée par les coefficients æs constants, indé- 
pendants des coordonnées et tels que 


I EN, 
(5) æ. QUE ee 2 - d LD pe : 
SUP SY SAV l l o Dry 
on aura 
Ü ox” 
(6) hs is nes h®. 
dX" 


A chaque index local correspond une transformation + et à chaque 
indice grec une transformation ordinaire. 


6. — Les lois algébriques auxquelles sont soumis ces tenseurs sont 
presque les mêmes que pour les tenseurs du calcul différentiel absolu. 
On peut définir la somme et la différence de deux tenseurs T ets, 
ayant les mêmes indices. Le produit de deux tenseurs a la même loi 
de transformation qu’un tenseur de rang plus élevé. 

L'opération de la contraction est aussi applicable, soit pour les in- 
dices grecs, soit pour les indices latins. Pour les premiers il faut tou- 
jours égaler un indice supérieur à un indice inférieur. La mutation 
des indices est possible ; en particulier on peut remplacer un indice 
latin par un indice grec, au moyen du tenseur fondamental hs). Par 


exemple, soit le tenseur HE On a 


(7) h Te cu TT 


On peut ainsi passer des composantes locales aux composantes du 
même tenseur dans le système de GAUSS et inversement. 

Enfin calculons l’élément de volume dans cette nouvelle théorie. 
Cette importante quantité a pour expression dans la théorie de la rela- 
tivité générale 


da — V£g dr 


g—=|8, | et dr: = dx! dx?... 
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donc 
(8) do — hd. 


Le fait que l’irrationnelle a disparu est encore un avantage de la nou- 
velle théorie. 


7. — Considérons maintenant le déplacement parallèle d’un vecteur 
Av. Dans une multiplicité riemannienne ce déplacement est donné par 
la formule 


NI 8 
A! —— FES CES 
R 


Les [, sont les crochets de CHRISTOFFEL et doivent satisfaire à deux 


conditions : 
19 La translation qu'ils définissent doit conserver la métrique, 
c'est-à-dire laisser invariante la longueur des vecteurs considérés et 


20 Les l, doivent être symétriques en à et f3 
le = 1 be 
Dans cette géométrie, le déplacement parallèle n’est pas intégrable. 
Si on l’effectue le long d’une courbe fermée, le vecteur initial ne coïncide 
pas avec le vecteur final et la différence est mesurée par le tenseur de 
RIEMANN R} y». 

Dans la nouvelle théorie, les choses se présentent différemment. Le 
déplacement parallèle d’un vecteur À est donné par une formule ana- 
logue 
(9) DAP — AA dx. 

Mais ici le déplacement est intégrable : si on déplace un vecteur le 
long d’une courbe fermée, le vecteur initial coïncidera toujours avec le 
vecteur final. Le tenseur de RIEMANN formé à partir des A, sera par 


conséquent identiquement nul. De plus les As ne sont plus symé- 
triques en « et 3. On vérifie aisément ces résultats en calculant l'ex- 
pression des A}, en fonction des }. 

Soient deux points voisins x8 et xË + dxf; leurs #-podes sont 
« parallèles » entre eux. Les vecteurs À; et As + ÔAs seront paral- 
lèles s'ils ont mêmes composantes dans les deux #-podes. La condi- 
tion du déplacement parallèle de x$ en xf + dxË est donc dA; — o. 
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En exprimant As en fonction des composantes de À dans le système de 
GAUSS 


A, = h, A? 
on à 
(10) ë(k,,A*) = 0. 
En multipliant par Ms° on déduit 
cp sav AS rat 
(11) O—h su° TE é axP % 


ou, en désignant par une virgule (,) la dérivation ordinaire 


a res H 
(x2) A, ce: hs hs, 8 
et aussi 
Ho 272 H 
(x3) As = — ho ht ae 


l 


Par le même mécanisme que celui utilisé dans le calcul différentiel 
absolu, on peut former, à partir des A”, l'opérateur de la dérivée 
ù 


covariante. En le désignant par un point-virgule (;), on a, pour un 
tenseur du premier rang, contrevariant 


p v ENS 
(14) A = As AA, 
et pour un tenseur du premier rang covariant 


(15) A: A 4 AA, 


x” oO” 

On trouve des formules analogues pour les tenseurs d’un rang plus 
élevé. Elles sont pareilles aux formules du Calcul différentiel absolu 
fondé exclusivement sur la métrique, et se déduisent de la même 
façon. 

On constate facilement que la dérivée covariante du tenseur fonda- 
mental est identiquement nulle 


(16) his Es hiir = Sort; 0 TE td — 0. 
On a, en effet 
h,. Sy he r+ hi Ar Fe ONU rx + hj Ar) = LAURE a A,,) —= 0 


La dérivée covariante d’un produit de deux tenseurs s'obtient par 
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la règle ordinaire du calcul différentiel. On a, par exemple, T: et S: 
étant deux tenseurs de rang quelconque 


(17) PESTE PSE Se 


Deux dérivations covariantes ne sont pas permutables, c’est-à-dire 
l'ordre des dérivations n’est pas indifférent. Soit un tenseur T : : quel- 
conque. Prenons les dérivées covariantes successives, d’abord dans 
l’ordre 5, +, ensuite dans l’ordre 7, os et faisons la différence. Nous avons 
la formule fondamentale 
(18) Die Een = No 


LS 


où 


1 est facile de démontrer cette formule dans des cas simples. Sup- 
posons d’abord que T : : se réduise à un scalaire 4. Dans ce cas la déri- 
vée covariante se confond avec la dérivée ordinaire 


! | 
Pos 
et nous avons 
2 
ER EE re 7 ee 
11 Q T 1,9, T > & ST 
a 
! ! — / 
Titi Ta T; 0 Ÿ & Aro 
C2 æ 2 
! | — (| — — — { 1 
Vic: Virso — Ÿ 4(A5e AE Ÿ: à Aor 


La différence a bien la forme annoncée. On reconnaît que A°, est 
un tenseur. 

Le cas d’un vecteur T':: — Ar se réduit au précédent, si nous tenons 
compte que dans cette théorie, le parallélisme à distance existe. L’exis- 
tence de ce parallélisme entraîne, en effet, la possibilité de l'existence 
d’un champ uniforme de vecteurs (Parallel-Felder) ; il est possible 
d'imaginer qu’en chaque point de l’espace, il y ait un vecteur 
équipollent à un vecteur donné. 

Cela étant, considérons un champ uniforme de vecteurs arbitraires 
ay; on montre facilement que 4,.,, — a”., — 0. Formons avec le 
vecteur donné A, le scalaire 

WAP, y. 


A ce scalaire nous pouvons appliquer la formule établie plus haut pour 


0 nee 
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la différence D. Ensuite, en tenant compte de la règle de dérivation 
d’un produit, on a (A°,,).. — a,AŸ... Les quantités arbitraires ar 
sortent en facteurs et disparaissent, et finalement, on a une relation 
de la même forme 


pH VE — — (5 & 
Abo Ages 


qu'il est facile de généraliser pour un tenseur de rang quelconque. 


8. — Une différence importante entre la théorie présentée ici et la 
théorie de RIEMANN mérite toute notre attention. Dans la théorie de 
RIEMANN, il n’y a pas de tenseur qui puisse s'exprimer uniquement au 
moyen des dérivées premières du tenseur fondamental. Dans la nôtre, 
la différence 


(19) A A ri, 


est un tenseur qui ne contient que des dérivées premières. En outre, 
ce tenseur est remarquable parce que, dans un certain sens, il est 
l’analogue du tenseur de RIEMANN: 52 À est nul le continu est euclidien. 

Ce résultat est facile à établir. On a d’après la formule donnée 


L2 
pour A5 


AUS hr SR 


s — 0. 
pv és S D, V SY, u) 


En multipliant par k; on en déduit, à cause de hŸh,, = d\, 


hi, EE he, LE 0 
Jay est donc de la forme 
5 a, 
hs, UT 
LES 


Si nous prenons comme coordonnées de GAUSS justement les de, ce qui 
est possible, We — x, les 

Dé (Se LS 
HONTE T 
sont des constantes ; elles peuvent se ranger dans un tableau dans le- 
quel seuls les termes diagonaux sont égaux à 1, les autres étant nuls. 
Les Au, et les guy étant constants, le continu st euclidien. 


7 


9. — Considérons la grandeur À qui va jouer dans la nouvelle théorie 


MTORE 
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un rôle fondamental. Il y a en tout 6 X 4 — 24 grandeurs À : les 
ne sont cependant qu’en nombre de 16. Doncil y a entre les divers À 
des relations qui doivent être satisfaites identiquement. Pour les 
trouver, partors de l'expression de À en fonction des A. Le déplace- 
ment parallèle étant intégrable, le tenseur «de courbure » analogue au 
tenseur de RIEMANN sera donc idéntiquement nul. Nous avons par 
conséquent 

(20) A u— MS x — À: A%, + AA = 0. 


Lan sur 


Permutons circulairement les indices x, À, et faisons la somme ; 
ensuite introduisons la dérivée covariante au lieu de la dérivée ordi- 
naire. On arrive ainsi à l'identité suivante pour les A : 


L 


t L U x t a 
(21) (A: U FLE À jy; ET À px 3) + (GPA re Aa ux 


L LEE 
RUE AuaA y) 0: 


En contractant une fois par rapport à : et à y et en posant A, — Pu 


on trouve une autre identité importante 
109 2?, 
œ H A CE 
(22) Av; Ch (ee er ) = 0. 


Pour en déduire une autre il faut faire appel à la règle de permuta- 
tion des dérivées covariantes, qui s'exprime par 


6 x 
Ar md El ice 


Introduisons une nouvelle notation : convenons qu’un indice sou- 
ligné signifie un indice changé de place, c’est-à-dire élevé ou abaïssé. 


Par exemple, écrire À, signifie prendre les composantes contreva- 


pv 


riantes de AS 


Avec cette convention, appliquons la règle précédente à Ne en la 


dérivant par rapportàvetà x. Ona 


% (e 4 (o 
“4 — 308 UNS A 
HV; V5 œ UV; œ5 V By; sv 


À 


Le second membre peut s’écrire 


A.-EINSTEIN 


Dans le premier terme du second membre changeons le nom des 
indices muets o, «et ven «, set r ; ce terme devient : 


dur (AS ARE (AR 


pr ve 
On a donc 
uv; 95 a (A Gr AG) ; à ee RSA 0 
ou 
(23) (Ab; v FOR Lise) à À, ei À un; Van À by Ava ; s —= 0 


qui constitue l'identité cherchée. Introduisons les notations : 


ua œ CAC: 
GA UV 5 \ ut A 
pe" A® 

ee UNS 


L'identité (23) s'écrit alors 


(24) CA D US 


10. — Ayant défini la manière de décrire mathématiquement la struc- 
ture de l’espace, examinons maintenant le problème fondamental de la 
théorie, qui est l'établissement des équations du champ. Comme dans la 
théorie de la relativité générale, ce problème consiste à trouver les 
conditions les plus simples qu’on puisse imposer aux éléments définis- 
sant la structure de l’espace, c’est-à-dire aux grandeurs sv. Il s’agit 
donc d’un choix à faire parmi diverses possibilités ; la difficulté 
de ce choix réside en l’absence de points de repère qui puissent nous 
guider. Avant d'écrire les équations définitives du champ, il me semble 
intéressant d'indiquer le chemin que j'ai suivi pour les découvrir. 

Mon point de départ a été constitué par les identités auxquelles 
satisfont les grandeurs AT D'une façon générale, la recherche de 
certaines identités peut être d’un grand secours pour le choix des équa- 
tions du champ, en nous suggérant des formes possibles pour les rela- 
tions cherchées. L'étude de ces identités doit donc logiquement précé- 
der le choix du système d'équations. Mais on ne peut pas savoir, a 
priori, quelles sont les grandeurs entre lesquelles il faut établir des 
identités. 

Un premier point de repère qui apparaît ici, semble être le suivant : 
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les relations cherchées devront vraisemblablement contenir A%, et 


ses dérivées, ce tenseur étant le seul qui puisse s'exprimer unique- 
ment en fonction des dérivées premières du tenseur fondamental. 

La conditioti la plus simple à imposer serait 

LA 
A uv 10; 

Il est évident que cette condition est trop restrictive : l’espace serait 
euclidien. De plus, elle ne contient que des dérivées premières et il est 
vraisemblable que les équations qui régissent les phénomènes naturels 
sont du second ordre, comme par exemple, l'équation de Porsson. 

Essayons alors de poser 


(2 
VISE 0. 
rie 


Cette relation n’est pas acceptable non plus, car elle est presque équiva- 
lente à la première ; mais elle est utile parce qu’elle nous suggère im- 
médiatement d'essayer à annuler les divergences qu’on peut former 


à partir de À°,... Partons donc de cette dérivée covariante et con- 


tractons-la de toutes les manières possibles (ce qui équivaut à prendre 
la divergence). Nous avons deux possibilités : 


soit 
(25) Ni en 0 
SOIT 
o À 
(26) À hy; m0: 


On voit immédiatement que l’ensemble de ces systèmes ne saurait 
convenir, parce que le nombre des équations ne peut pas être choisi 
arbitrairement : on ne peut pas garantir sans étude spéciale, la 
compatibilité de ces équations. Or, il est indispensable que le système 
choisi soit tel que les équations soient compatibles. 


11. — En général, pour un espace à # dimensions, il y a #? variables 
hs’. Mais dans une théorie covariante générale, le choix du système de 
coordonnées étant arbitraire, # variables parmi les #2, peuvent être 
prises arbitrairement. Par conséquent, le nombre des équations indé- 
pendantes sera #? — n. Le nombre des équations pourra même être 
plus grand que #? — n, pourvu qu'elles soient reliées par un nombre 
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convenable d’identités qui rendent le système compatible. En tout cas, 
le système devra satisfaire à la règle que l’excès du nombre d'équations 
sur celui des identités soit égal au nombre des variables diminué de n. 

Considérons par exemple les équations de la relativité générale. 
Nous avons 10 fonctions inconnues gu, ; le système de coordonnées 
étant arbitraire, nous pouvons le choisir de telle façon que 4 des fonc- 
tions guv soient quelconques. Les 6 inconnues auront donc à satisfaire 
à 10 équations. Mais, comme on le sait, on a en même temps les 4 iden- 
tités 


(R* — > £%R) 0) 


qui rétablissent la compatibilité (1. 

On peut citer d’autres cas pour lesquels le nombre d'équations sur- 
passe le nombre des inconnues, sans que les équations soient 
incompatibles. Les équations de MAXWELL, par exemple 


PH ne TS EDS ee 2 
CHOr c à 
div E— 0 div H— 0 


sont au nombre de 8 avec 6 inconnues ; le système est cependant com- 
patible, les équations étant reliées par deux identités bien connues. 

Que signifie, au fond, la présence d’un nombre plus grand d'équations 
que d’inconnues ? 

Dans l’exemple choisi, les deux équations vectorielles de MAXWELL 
déterminent canoniquement le problème. Si les champs E et H sont 
donnés à l'instant {, tout le reste est déterminé. Mais les autres rela- 
tions scalaires font que les conditions initiales ne sont pas arbi- 
traires. Donc, une plus forte détermination du problème, un nombre 
d'équations plus grand que le nombre d’inconnues (avec, toutefois, les 
identités qui les rendent compatibles), lève dans ce cas, en partie, 
l'arbitraire qui existait pour les conditions initiales. Il est d’ailleurs 
clair, qu'une théorie compatible avec l'expérience est d'autant plus 
satisfaisante qu’elle limite d’une façon plus complète cet arbitraire. 
Ceci dit, revenons à notre problème. 


12. — Pour un espace à 4 dimensions, # — 4, nous avons 16 inconnues 


(x) Le symbole r ; !’ est ici employé dans une signification bien connue, différente de celle 
qui est définie dans le reste de cet article. 
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hs dont quatre arbitraires, donc seulement 12 qui devront être déter- 
minées par les équations du champ. Le nombre des équations, qui 
à première vue, formaient un système convenable était de 22, à savoir 
6 équations (25) et 16 équations (26). I1 nous faudrait donc 10 iden- 
tités, qui dans ce cas n'existent pas. On comprend de cette façon 
comment la condition de compatibilité nous permet de limiter, d’une 
manière efficace, l’arbitraire dans le choix des équations du champ. 

Examinons alors l'identité (24). Elle nous suggère de prendre comme 
équations du champ, le système 


(27) G# = 0 
(28) LÉ 6 


ou explicitement 


(27 a) n\ Re A 0) 


(28 a) re 


Ce système, peu différent du système (25), (26) est constitué tou- 
jours par 22 équations, mais choisies de façon à satisfaire aux 4 iden- 
tités (24). 

Néanmoins, l'excès 22 — 4 — 18 est toujours plus grand que la 
différence 16 — 4 — 12. Pour que le nouveau système d'équations 
soit compatible, il faut qu'entre ses équations, il existe encore 6 iden- 
tités supplémentaires. Nous prouverons que ces identités nécessaires 
existent. Pour le montrer, donnons d’abord aux équations (28) une 
autre forme, équivalente à la première, en nous guidant sur l’iden- 
tité (22) 

(22) a CR (CR rx uw) 10. 

Nous avions posé À,., — 0; d'après (22) il résulte qu'on a 
aussi 
RUN 
"ox 


Donc w, est la dérivée d’un scalaire, qu’il est commode de désigner 
ici par log d 
__? log Ÿ 
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Posons donc 
F _2logy. 


P ; 
W : 2x" 


on a F, — 0. Nous pouvons alors remplacer les équations 


4 
UV; 


— 0 


at les équations F, — o et écrire notre système d'équations comme 
P q Ü — 


suit : 

(29) GE 0 
(30) F,=0 
ou 

(294) A vs v En A br A 0 

o log Ÿ 
(304) PE ne - = ©. 
D XX" 


Nous avons maintenant 16 équations (29) et 4 équations (30), donc en 
tout, 20 équations. Nous avons introduit une nouvelle variable, le 
scalaire 4 ; il y a donc 16 + 1 — 17 inconnues, dont 4 arbitraires. 
Pour que le système soit compatible, il faudrait qu’il y eût entre les 
Gua et Fy 
20 (17 — 4) = 

7 identités. Nous n’en avons trouvé que 4, les identités (24). Or, il 
existe encore des identités entre les grandeurs envisagées et, — mira- 
culeusement on peut dire, — il y en a juste trois. Je ne saurais dire 
quelle est la raison profonde de leur existence. Elle tient essentielle- 
ment à la nature de l’espace envisagé. Ce type d'espace a été, d’ailleurs, 
envisagé, avant moi, par des mathématiciens, notamment par 
WEITZENBÜCK, FISENHART et CARTAN ; j'espère qu'ils voudront bien 
nous aider à découvrir l’origine cachée de ces nouvelles identités. 

Quoi qu'il en soit, elles existent ; je vais vous indiquer comment on 
peut y arriver. 

Décomposons le tenseur Guy: en ses parties symétrique Gra et anti- 
symétrique GV2, On a 


TT ue Ne CNE 

\ 2G = (A, — Avis À urdce + AurÂcr 
0 UNE Be 

De (A uv + À SVT A br Age ge Ar Ac 


puisque les A sont antisymétriques en &, ». 


+ 1010 
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On peut exprimer 2G°* en fonction de FF — À,,., et d’un ten- 
seur antisymétrique par rapport à un couple quelconque des in- 


dices «, u, v : 
(31) : Sy = A4 + Abu + Aloe 
On a évidemment 

GUESS RE EC 
le terme complémentaire € étant donné par 


Ü 
C— Aro — A gT* 


Pour le calculer, observons qu’en échangeant les indices muets o et 7, 
on a 


Aro ce À os rs sas ac Ace 
et 
CH Ce NC? en. 
AurAcr — HO To À bo ST 
D'autre part, nous avons l'égalité 
CT NU 
A 166% TE AA 6% 
à cause de 
be BTOYS AU __ \& AH __ Aœ À 
À 9 57 = == AG,8! £' Air — Aeyhye = Arch 6% 
Donc 
CU CE LC T CONTE 
— C— À ça A gr — AcuAor 2 ra + Ac + AR JAS 
I AS AT AU JA® 
Up + ne + Aor/îer 
SCT NU IQu ax 
— C=>ScrAcs 29 950% 
Donc finalement 
; a y Ian a Lace pa 
(32) 2GF D han + Sonor — 3 or ce + HAE 


2 


Développons la dérivée covariante (les indices soulignés sont contreva- 
riants). On a 


ÿ Tr T s 
— Sua;v — Say; x — S qe Say A5 14 SoyÂr + Sac gT° 


RUE 
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Or, en échangeant 6 et 7 


GAMN\e LR 
Sou der — Set Sep dre — É 2 (Sau A5 aus S: pc) 
Lau œ CRUE ETC 
= 2 7 (As = Ac.) RE 29 3% 
parce que 
T LES 
Sep — Ve — Sur 
et aussi 
gT RÉDE=S nE a AE Aë Tee A 
as ot ar T6 2 a SN US Pr aEMSE 
Donc 


y y Lan SAV 
— Sa; Es — Sa, ÿ + 2 S 0% À or — SE Age — Spa ave 
par conséquent 
ua av 


(33) A AT AE 


Calculons le terme A°, d’après sa définition. On a 


Or, en général, par définition 


T 
ST PRES PERS 
D'autre part nous avons posé 
Ar — Ÿ 
et 
à lo 
Fa OT CL BŸ 
2x 
Donc 
o log À à log (Lh 
Re To Di . ES E, ze een? 


Substituons dans l'équation précédente, après l'avoir multipliée par VA 


Yh(2GE — FF) = ya Se 


au, s 


— RES, FES DES AUURCE 
LS ox 1e 


L] 


= TON 
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En passant le deuxième terme dans le premier membre on a 
e2 Co] 
PAGE — RÉ SR) = VASE) 


Or, si l’on dérive le second membre par rapport à x il s'évanouit, et 
nous avons les identités 


ro) x pæ (J = 
(34 AC SE 


En effet, le deuxième membre s'écrit, en changeant le nom des 
indices muets 


(HSE). 2 = (HSE), à, = — (HS), à 
puisque 


(e À (o} 
Se = — Sa: 


[n'y a que 3 1dentités (34) indépendantes. Si Avx est un tenseur anti- 
symétrique 


AU — ._ At 
tel que 
(A). 0 
on a 
CES Re CAS) 


Ceci est vrai quel que soit Aëx pourvu qu'il soit antisymétrique. Si 
nous prenons pour Ave le premier membre de (34) nous avons une rela- 
tion indépendante des valeurs qu’y prennent les Guz et les F, ce qui 
diminue de 1 le nombre des identités indépendantes. Finalement le 
nombre de ces identités est de 4 + 3 — 7, le nombre des équations 
20, et le nombre des inconnues 17. On a 


LOUE Let? 
le système est donc compatible. 
13. — On peut d’ailleurs chercher à prouver directement la compati- 


bilité du système d'équations proposé. Pour cela, supposons que foutes 
les équations 
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soient satisfaites pour une section x — constante — a. Séparons-les 
en deux groupes : le premier contenant 13 équations (1) 


F —=0o 10 PE210 0 
Gi 0... 60 Gp 
C0, Cr 0 GREEN 
Gite 0. Ge 6 66 


et le deuxième, les 7 autres. On peut facilement démontrer la proposi- 
tion suivante : Toutes les équations étant satisfaites dans une sechion 
24 — a, si les 13 équations du premier groupe sont satisfaites dans tout 
l’espace à 4 dimensions, les équations du deuxième groupe le sont aussi, 
automatiquement. 
En effet, on a 
PSE F 


ua LL, œ a, 


F, étant nul partout les F,, le seront aussi. 
Dans la section x — 4 on a 

2G°* 

2x* 


comme le montre l'identité 
(34) [ay GG — 9% + SLE)] = 0 
dx ge 


Considérons une section infiniment voisine x — à + da. Les FH et 
les F; étant nuls partout, on déduit de l'identité précédente que 
pour « — 4, les G“1 seront également nuls dans cette section. Un 
raisonnement analogue, utilisant l'identité 


(24) (ER EER < AREmR EE: 


: CAT 


0 


nous montre que la partie symétrique de Gvx, Gu* s’annulera aussi 
pour « — 4, dans la section infiniment voisine 44 — a + da. La 
conclusion est donc valable pour 


dans une section x — à + da, et peut s'étendre de proche en proche 
à tout l’espace. 


NT 7 5 CL ; 
(1) La compatibilité de ces 13 équations n’est pas douteuse, 
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14. — Examinons maintenant, autant qu’il sera possible, l'aspect 
physique de la théorie. Il est difficile de donner une interprétation 
physique des équations dans toute leur généralité ; on doit se borner 
à une première approximation. 


Pour cela considérons un espace différant infiniment peu d’un espace 


ps 


euclidien. Ce dernier étant caractérisé par des 4, égaux à d, — }! 


(xf imaginaire), cela revient à poser 


(35 a) =, +h, 
On déduit qu'il faut poser 
(35 6) PR pe 


S SV VS 


Nous remplacerons donc les hs, par cette expression dans les équations 
données et nous ne garderons que la première approximation. On aura 


A — hha 8 === ha, B 


HSE 
ARTE Le dam hu, É. 


Les équations du champ seront alors 


(36) ho VV hs, UV 0 he. VV h., Va 0 
ou / 


AL, &, V h., Ua à 9 


0 vor 


(37) LEE CA h, ua 0 


La deuxième équation signifie simplement qu’on peut poser 
_ + 
(38) hu, die. _ 


de sorte que le système se réduit à 


(39) hay, Y VE ES ni ==: 0: 


(40) hay, mu 

Cette forme n’est cependant pas très satisfaisante, parce qu’elle ne 
donne pas à première vue des renseignements suffisamment clairs sur le 
champ envisagé. Pour arriver à quelque chose de plus aisément inter- 
prétable, rappelons-nous que le système de coordonnées est arbitraire 
jusqu’à un certain point et faisons-lui subir une transformation 
infinitésimale 


Tu 


(41) x\ 


{he it 
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les £v étant des infiniment petits du premier ordre, que nous allons 
choisir convenablement pour que le système prenne une forme simple. 
Appliquer la transformation infinitésimale revient à remplacer les 


hyuv par 
(42) K y nn hs, APE 9 
(équation qui suit la règle de transformation des tenseurs). 
On aura donc 

LEA Ven ha, CNE Al où ÿ 


> Ÿ 


—, Mo à 
h DU RE 


aV, 
Choisissons les £: de façon que ces deux grandeurs s’annulent dans le 
nouveau système de coordonnées. Je dis qu'il suffit de prendre 


(43) | Es SIN hu, Ù 
(44) &" ent à 


En effet, on a d’abord 


œ 


> Ÿ; 


Ensuite ce système (43), (44) est compatible, quoique constitué par 
5 équations pour 4 inconnues ; on a, en effet, la relation identique 


EE er ' PE 
PRE NACRE le ha 


(== x) VIN Lo hs, #. a — 0. 


Donc la résolution de ce système nous fournit les quantités £r telles 
que l’on ait 


(45) DT 
(46) AA ax — 0. 


Faisons donc ce changement de coordonnées. Nos équations de- 
viennent (en supprimant les accents) : 


| hau,v,y = © 
(47) | Rte D 
| han = 0 


Si nous décomposons les L:4, en une partie symétrique Say et une 
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partie antisymétrique A,,, le système se décompose en deux autres ne 
contenant que des termes symétriques ou antisymétriques 


Sr = A = Ô 
D V, Y 21, Hs V 
(48) : et 

Sans 0 AR ON 


Nous sommes arrivés ainsi à deux groupes d'équations. Le groupe 
symétrique fournit les lois du champ de gravitation compatible avec la loi 
de NEWTION-POISSON ; cependant le résultat n’est pas tout à fait iden- 
tique à celui que donne la théorie basée sur la géométrie de RIEMANN. 
Le groupe antisymétrique fournit les équations de MAXWELX, sous une 
forme plus générale. Je crois effectivement que le système antisymé- 
trique doit être interprété comme donnant les équations générales du 
champ électromagnétique (en première approximation). 

Ii existe donc dans ce cas une séparation bien nette entre les lois de 
l’électromagnétisme d’une part et celles de la gravitation d'autre part. 
Mais cette séparation n’est valable qu’en première approximation ; elle 
n'existe pas dans le cas général : le champ est régi par une loi unique. 

Dans l’état actuel de la théorie on ne peut pas juger cependant si 
l'interprétation des grandeurs qui représentent le champ est correcte 
ou non. Un champ est en effet, défini en premier lieu par les actions 
motrices qu’il exerce sur des particules, et, actuellement on ne connaît 
pas la loi de ces actions ; la découverte de cette loi exige l'intégration 
des équations du champ, ce qui n’a pas encore été réalisé. 


15. — Pour conclure, nous pouvons dire, en condensant les résul- 
tats que nous avons exposés jusqu'ici : 

La structure particulière de l’espace que nous avons prise comme 
hypothèse fondamentale, nous a conduit à certaines équations géné- 
rales du champ, qui se réduisent en première approximation aux équa- 
tions bien connues de la gravitation et de l’électromagnétisme. Malgré 
cela, les résultats obtenus jusqu’à présent ne nous donnent pas la possi- 
bilité de vérifier expérimentalement les prévisions théoriques ; en 
effet, on n’a pas encore pu déduire par intégration, à partir des équa- 
tions données, les lois de la structure des particules et de leur mou- 
vement dans le champ. Le premier pas que la théorie devra commencer 
par franchir sera donc la découverte d’intégrales, — dépourvues de 
singularités, — satisfaisant aux équations différentielles du champ, 
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et susceptibles de fournir une solution correcte au problème des parti- 
cules et de leur mouvement. Ce n’est qu'après cela que la comparaison 
avec l'expérience deviendra possible. 


(Conférences données à l’Institut H. POINCARÉ en novembre 1929 et 
rédigées par AL. PROCA). 


La Théorie Ondulatoire de la Matière 


C. G. DARWIN 


Le problème de la théorie des quanta a été abordé par deux voies 
distinctes qui nous ont permis d'aboutir à une expression à peu près 
complète de cette théorie, en partant de points de vue tout-à-fait 
différents. Au moment où les nouvelles théories ondulatoires ont com- 
mencé à se développer, les physiciens, depuis plusieurs années déjà, 
avaient leur attention tournée vers la dynamique générale des parti- 
cules ; d'autre part, beaucoup de jeunes savants étaient peu familiers 
avec la théorie classique des ondes, de telle sorte qu’il leur était plus 
naturel d’insister sur les analogies dynamiques que sur l’aspect ondu- 
latoire des phénomènes. Au contraire, pour d’autres physiciens, tels 
que DE BROGLIE et SCHRÔDINGER, cet aspect ondulatoire était la ca- 
ractéristique la plus importante du modèle proposé. 

Le hasard de mes travaux antérieurs m’ayant beaucoup familiarisé 
avec la théorie des ondes, ma sympathie s’est tout naturellement 
portée vers l'exposé de DE BROGLIF, plutôt que vers les autres. Je ne 
veux en aucune façon laisser entendre par là qu’il existe une diffé- 
rence logique quelconque entre les deux aspects de la question : jes 
principes fondamentaux, empruntés aussi bien à l’un qu'à l’autre, sont 
au-dessus de toute critique. Mais il nous faut bien autre chose que de 
simples principes fondamentaux : nous devons, en particulier, acquérir 
des formes de pensée qui nous permettent de prévoir des phénomènes 
trop compliqués pour qu’on puisse les traiter mathématiquement d’une 
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façon complète. Je crois que pour forger ces nouvelles formes de pensée, 
nous devrions tenir compte du fait que l'esprit humain est doué d’une 
très grande inertie, et aussi, pourrions-nous dire, d’une grande visco- 
sité : il se déplace toujours très paresseusement d’une position d’équi- 
libre à une autre, suivant un mode à peu près calqué sur l’une de ses 
propres créations : les processus thermodynamiques réversibles. Si 
nous voulons atteindre plus rapidement l'équilibre, nous devrons appli- 
quer pendant un temps très court une force bien supérieure à celle qui 
est strictement nécessaire pour le réaliser. C’est pourquoi je crois que 
la meilleure ligne de conduite à adopter à l’heure actuelle est d’insister 
sur l'aspect ondulatoire de la théorie au détriment de son aspect 
dynamique, espérant parvenir de cette manière, dans le délaile plus 
court, à un juste milieu entre les deux. 

Je ne vais pas tenter de donner ici un exposé complet des fondements 
de la théorie des quanta, mon but n’étant pas de fournir un développe- 
ment logique de cette théorie, mais plutôt de la faire comprendre 
intuitivement, compréhension à laquelle on parvient par des exemples, 
beaucoup mieux que par des théorèmes généraux. Je veux également 
‘ laisser de côté certaines questions d'actualité, extrêmement intéres- 
santes, la question du moment magnétique de l’électron, par exemple, 
ou la théorie du rayonnement. Je désire insister avant tout sur une 
dualité essentielle de la théorie des quanta, dualité qui se manifeste 
par l'emploi de deux langages totalement différents dans les deux 
aspects de la théorie. Le premier aspect utilise l’analogie avec l’op- 
tique géométrique, et le langage des particules ; le second s'appuie sur 
l’analogie avec l’optique physique et emploie le langage des ondes. On 
ne peut se passer d'utiliser simultanément ces deux points de vue : 
celui qui dérive de l'optique physique est indispensable parce qu’il 
nous donne les éléments mathématiques de la solution ; le point de 
vue tiré de l'optique géométrique, de son côté, nous fournit le seul 
moyen de trouver un langage qui puisse décrire les événements. La 
méthode des matrices tend à cacher, dans une certaine mesure le côté 
physique des questions traitées, en les coulant dans un moule mathé- 
matique de forme peu familière : le sens physique y est masqué, car ce 
sont les longueurs et les moments, par exemple, qui sont accessibles à 
notre intuition, et non pas les matrices à partir desquelles on peut 
déduire, par des règles formelles, ces longueurs où ces moments. 

Voici comment nous pourrons utiliser les principes fondamen- 


= 0e 
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taux (!) : d’après certaines règles établies une fois pour toutes nous 
écrivons, pour traduire un phénomène donné, une certaine équation 
différentielle. Si 1e problème correspondant de la mécanique classique 
est décrit par ur hamiltonien H (g, p) nous posons comme équation : 


PE Te 
() AE 

Dans certains cas l’ordre de p et deg dans H peut laisser subsister 
un doute sur la forme de l’équation (1). Ce doute ne subsiste plus quand 
nous traitons le problème des particules ; il semble n’avoir en fait 
qu'une importance secondaire, parce qu’il est généralement facile de 
voir comment on passe de H (g, p) à (1). Dans le cas ordinaire nous 
pouvons prendre pour (1) une équation de la forme : 


ju =. 


M ons ASS, à 
(2) — RAS NE = hr. 


Cette équation doit être résolue en tenant compte des conditions 
aux limites imposées et de la condition que Y soit partout fini. C’est 
habituellement la recherche de cette solution qui présente la plus 
grosse difficulté et paraît en conséquence la plus importante partie 
du problème ; cependant elle n’en constitue que la moitié : il nous 
reste encore en effet à relier le W ainsi obtenu aux observations expé- 
rimentales. Il nous faut franchir là un pas tout à fait étranger à la 
suite logique des raisonnements, puisqu'il implique l'introduction 
du langage entièrement nouveau des corpuscules. Je reviendrai plus 
loin sur ce point qui est le plus important de toute la théorie des 
quanta. Partant de la quantité complexe W, nous formons l'expression 
réelle |Ÿ{? qui est une fonction de g et dei. Nous l’appelons intensité 
et nous la normalisons d’une façon convenable. L'expression primi- 
tive de Y contient en facteur une constante arbitraire sans intérêt. 
|Yl2 dg doit représenter la probabilité pour qu’on trouve un électron 
dans la région dg, et, comme nous savons que l’électron se trouve 
certainement quelque part, nous choisirons cette constante arbitraire 
de façon que fIYlFdg — 1. L'expression |W|?dg représentera alors la 
probabilité de trouver l’électron dans la région dg. 

Ce sont là les conditions générales que doit remplir la solution 
d’un problème quelconque. Mais il y a deux points qui ont besoin 


(x} Les méthodes ci-dessous sont discutées dans les Proc. Ray. Soc. À, vol. 117,p 258, 1928 
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d’être discutés : d’une part le passage critique de la quantité Y aux 
éléments accessibles à l'expérience ; d’autre part l'absence de condi- 
tions restrictives à la forme de la solution de l'équation (2). Avant 
d'entamer cette discussion, il sera commode de donner un exemple de 
solution calculée d’après les indications générales qui précèdent. 

Prenons un problème aussi simple que possible, le mouvement d’une 
particule libre dans l’espace en l’absence de toute force. Simplifions 
encore en ne considérant que le problème à une dimension. L/'équa- 
tion est alors : 


(3) no oi 


Il est inutile d’insister sur la méthode de calcul, qui dans ce cas est 
immédiate. La forme la plus simple de la solution est : 


(4) vx 0 — explitor — Lo] 


Si nous formons |Ÿ[? nous obtenons la valeur 1 et l'intégrale que 
l’on utilise pour normaliser la fonction serait alors : 


® + 00 
J T-4x. 
— 0 


Il y a donc une même probabilité élémentaire pour que la particule 
se trouve n'importe où, résultat vraiment peu intéressant. Nous choi- 
sirons donc une solution plus féconde en prenant 


(5) v— [ d(phexp } (px — PE nd 


Pour { — 0, on peut, en appliquant directement le théorème de 
FOURIER, représenter par cette formule n'importe quelle fonction W. 
Par exemple, sipout &= 0; W(#;, 0} ="f (x) ona 


+ œ pe 2 
P(p) — 27h Î f(x)e h dx. 


La valeur de W à n'importe quel autre moment { est donnée par (5). 
La probabilité de trouver la particule entre x et x + dx est donc 


E (px 


ne ñ pr 
(Ps t) 
| (x, l) Pax = ax ['ecef px 2m dp K P*(p'}e k am gp 
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où le symbole d# signifie la quantité imaginaire conjuguée à ®. 
En intégrant pour tout l’espace, cela donne : 


f | (x, ©) Pdx = zh | | bldp 


valeur indépendante du temps, ce qui exprime la conservation de la 
matière. 

En général, il n’est pas possible d’éviter l'emploi des intégrales de 
Fouri£r dont on se représente mal le sens physique. Pour mieux illus- 
trer la méthode nous allons choisir 12 seule fonction ® qui nous con- 
duise à des intégrales toutes calculables : la fonction d’érreurs de 
Gauss. Nous prendrons : 


b — exp [- > 2(P — mN} |: 


] 


qui, comme nous pouvons facilement vérifier, satisfait à l’équation (3), 
L'intensité est : 


-h2 NS 2 
mn] 
2 20 ç2 + 
re | sl =) 
et nous pouvons la caractériser grossièrement en disant qu’elle n’existe 
que dans le domaine : 


vi+ Ve +( (EE) 


Nous avons ainsi la représentation d’un paquet d'ondes ramassé à 
l'instant initial dans l'intervalle +, se propageant avec la vitesse V 
et s’étalant au fur et à mesure. Nous pouvons expliquer ce résultat 
de la manière la plus simple en disant qu’il existe une indétermina- 


: h : 
tion initiale de s sur la position de la particule et de ns CUT Sa vitesse : 
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ces valeurs se combinent par leurs carrés suivant les règles ordinaires 
du calcul des probabilités. Notons encore que si nous identifions p avec 
la quantité de mouvement, nous obtenons la relation d’indétermination 
d'HEISENBERG (1) Ax. Ap — h. À vrai dire, le p que nous avons intro- 
duit n’est évidemment pas une quantité de mouvement, mais simple- 
ment la variable d'intégration d’une intégrale de FouRIER. L/identi- 
fication de p avec une quantité de mouvement implique le passage de 
l'optique physique à l'optique géométrique, c'est-à-dire justement 
la transition critique dont nous avons parlé plus haut. 

En examinant Ÿ, nous voyons que la vitesse des ondes est 1/2 V, 
V étant la vitesse de groupe. Ceci est évidemment un cas particulier 
du théorème général de RAYLEIGH sur la vitesse de groupe : 


== dy AFS 
a) 4%) 


Cette valeur de la vitesse diffère beaucoup de la forme de DE BROGLIE ; 
cela tient à ce que par un changement approprié dans la forme de 
l'équation des ondes (1) nous avons omis dans l’expression de l’onde, 
le facteur exp [= ie] 

Il est à remarquer que nous n’avons imposé à la solution W de l’équa- 
tion des ondes aucune forme particulière. Quand la théorie mathéma- 
tique fut proposée pour la première fois par SCHRÔDINGER, le second 
membre de l'équation (r) était remplacé par WW et les seules solutions 
admissibles étaient les fonctions « caractéristiques ». Mais le temps 
fut introduit comme variable indépendante ; dès lors la théorie suggéra 
qu'une solution quelconque de l’équation (1), comportant une somme 
arbitraire de fonctions caractéristiques — chacune multipliée par une 
exponentielle du temps, — devait être regardée comme tout aussi 
légitime qu’une solution caractéristique simple. 

Je considère ce résultat comme un des traits caractéristiques les 
plus importants de la nouvelle théorie. Il est vrai qu’à l’heure actuelle 
une grande partie des résultats obtenus dans ce domaine sont expri- 
més dans le langage des fonctions caractéristiques. Mais en réalité, 
cela doit être attribué au génie de DIRAC (?) qui a développé une méthode 


(x) Zis. f. Physik; vol. 43, p. 172, 1927. 
(2) Proc. Roy. Soc., vol. 113, p. 621, ïo27. 


— 30 — 


LA THÉORIE ONDULATOIRE DE LA MATIÈRE 


de calcul extrêmement féconde, permettant de transformer l’équa- 
tion des ondes de telle façon qu’une fonction quelconque, arbitraire- : 
ment choisie, peut devenir fonction caractéristique. Nous reviendrons 
plus loin sur ce sujet. Mais plaçons-nous à un point de vue plutôt phy- 
sique que mathématique ; une importante constatation s'impose 
alors : les seules restrictions que nous puissions imposer à la solution 
choisie concernent son aptitude plus ou moins grande à traduire nos 
observations expérimentales. Dans l'étude des spectres par exemple, 
nous choisirons les fonctions associées à une valeur définie de l'énergie 
mo 

à cause des facteurs e } , puisque c’est ainsi que nous obtiendrons 
l’analyse en fréquences donnée par le spectroscope. Mais dans beau- 
coup de cas nous avons une dégénérescence, plusieurs fonctions carac- 
téristiques ayant la même énergie. Dans ce cas nous pouvons éviter 
une des difficultés sérieuses qui se présentaient dans l’ancienne théorie 
des quanta. 

On avait en effet l'habitude de supposer qu'à l'instant où un atome 
doué d’un moment magnétique pénétrait dans un champ, si faible 
fût-il, il se plaçaïit instantanément soit parallèlement, soit antiparallè- 
lement au champ ; c'était là un processus contraire à toutes nos con- 
ceptions habituelles de continuité et même en contradiction avec la 
stricte conservation de l'énergie. Au demeurant, c'était ce qu’on 
pouvait faire de mieux en se limitant à un atome dans un état unique. 
On formulait ainsi correctement "la conception de l’existence de fonc- 
tions caractéristiques appropriées, pour l’atome dans le champ, mais 
on insistait sans nécessité sur la restriction qu’à l’atome ne devait être 
attachée qu’une seule de ces fonctions à la fois. 

Aujourd’hui nous pouvons admettre que l’atome qui pénètre dans 
le champ possède simultanément les deux caractéristiques et nous 
trouvons qu'il décrit simplement un mouvement de précession, exac- 
tement comme l’envisage le théorème de LARMOR. De cette façon nous 
éliminons complètement ce qu’il y avait d’artificiel, mais il faut 
reconnaître qu’au fond nous n’avons fait que reculer la difficulté. En 
effet, si le champ n’est pas uniforme, nous avons une expérience de 
STrERN et GERLACH et les fonctions caractéristiques s’écarteront peu 
à peu l’une de l’autre ; cela ne signifie cependant pas que l'atome soit 
coupé en deux morceaux. Il faut nous rappeler que nous ne devons 
envisager des atomes isolés que dans le cas où nous sommes en état de 
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les identifier par certaines expériences et que toute expérience de ce 
genre empêchera la vérification de l’effet STERN-GERLACH. 

L'un des meilleurs exemples pour illustrer les raisonnements précé- 
dents est fourni par la théorie de la radioactivité de GAmow. Dans 
cette théorie le noyau de l’atome est conçu comme l’analogue d’un 
mur sphérique qui réfléchit l’onde « comme dans le phénomène de 
la réflexion totale interne de la lumière. Si le mur était d’une épaisseur 
infinie, l’onde resterait toujours à l’intérieur de l'enceinte et ne pour- 
rait pas en sortir ; mais comme cette épaisseur est finie une petite 
partie de l’onde le traverse ; ceci correspond à une probabilité d’émis- 


Fig. 1. 


sion très faible pour la particule x. Le calcul est analogue à celui de 
l’interféromètre en optique. 
Dans les régions I et 3 nous avons : 


2 
Le LT — A 
2m ot 
et dans 2 : 


h° do 
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Prenons V — constante ; en raison de la symétrie sphérique nous 
pouvons choisir pour solution : 


1 


per ne ET 
Vi —;Asinkre k 
.W 
É ; 3 ; mr 
Vs =; }B cosh &7+C sinh &7} e 
| W 
1(kr—1) 
=; De h 


avec 


, _ 2Wm 7»  2(V — Wim 


w $ 
en supposant V > W ; Y et _ sont continus sur les surfaces de 


séparation. Cette solution représente un W fini en 1 et des ondes qui 
s’éloignent dans 3 ; nous pouvons déterminer les rapports entre ABCD 
par les conditions de continuité de W. 

Ces conditions ne peuvent être satisfaites que si l’on suppose que 
k, et donc W, ont une partie imaginaire. La partie imaginaire de W 
fournit la constante de désintégration. Il est tout-à-fait possible de 
traiter ces fonctions comme fonctions caractéristiques, mais ceci n’est 
qu'une conception purement mathématique sans utilité physique ; en 
effet cela exige que l'énergie soit en partie imaginaire, ce qui est diffi- 
cilement conciliable avec l’idée habituelle que nous nous faisons de 
cette grandeur. 

Nous arrivons maintenant à la question plus importante de toutes, 
l'interprétation des résultats au moyen de laquelle s'effectue la transi- 
tion entre ce que j'ai appelé optique physique et optique géomé- 
trique. 

Depuis le début même de la théorie des quanta on a constaté la 
présence inévitable d’une sorte de discontinuité logique dans la suite 
des idées. Au début, cet état de choses paraissait provenir simplement 
d’une incompatibilité des notions utilisées, d’une faute de logique 
inexcusable. Mais on s’est aperçu, à la suite des développements 
récents et principalement sous l’influence des idées de BoHR (1), que 


(x) Conférence sur l’état actuel de la théorie des quanta, faite à Côme le 16 septembre 1927, à 
l’occasion des fêtes jubilaires en l’honneur de Volta. 
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les deux aspects des phénomènes qui paraissaient incompatibles sont 
en réalité complémentaires. En regardant les choses d’un peu plus 
près, nous constatons effectivement que deux propositions À et B 
seraient incompatibles si elles devaient être vraies simultanément, 
mais que la vérification de A exclut automatiquement la vérification 
simultanée de B. L'exemple le plus célèbre de cet état de choses est 
formulé dans le principe d’indétermination de HEISENBERG. Nous 
avons montré comment ce principe se déduit d’une façon toute natu- 
relle de l’aspect ondulatoire des phénomènes, mais nous avons indiqué 
en même temps que cet aspect particulier ne nous permettait qu'une 
analyse incomplète. Nous étions obligé d'ajouter à ce que nous avions 
établi, une hypothèse nouvelle, celle que p était «réellement » une 
quantité de mouvement, au lieu d’être simplement la variable d’inté- 
gration d’une intégrale de FOURIER. 

L'idée fondamentale de cette dualité est cependant beaucoup plus 
profonde que celle qui nous conduirait à associer simplement les va- 
riables par paires pour en faire des variables dynamiques conjuguées. 
Il est impossible d'exprimer un phénomène quelconque relevant de la 
dynamique atomique sans faire intervenir ces deux aspects. Les con- 
ceptions qui s’y rattachent ne doivent pas être mélangées, mais le 
passage des unes aux autres peut se faire à des moments très diffé- 
rents. Nous devons poser le problème dans le langage de l'optique 
géométrique, parce que celle-ci est analogue à la dynamique macros- 
copique, la seule accessible à notre intuition; le calcul doit être pour- 
suivi dans le langage de l’optique physique ; mais les résultats doivent 
être de nouveau exprimés dans celui de l’optique géométrique. Cepen- 
dant les points où se font les passages entre les deux optiques sont 
largement arbitraires. Par exemple, nous pouvons dire que W appar- 
tient au domaine de l'optique physique et |W® à celui de l'optique 
géométrique, séparation qui convient, par exemple, à l'étude de l’effet 
STERN-GERLACH ; comme on le voit cela constitue une bifurcation 
très différente de la précédente et qui démontre la grande généralité des 
choix qu'il est possible de faire. 

Dans une question aussi générale et avec une telle étendue d’arbi- 
traire il n’est pas facile — ni peut-être souhaitable — d’être très pré- 
cis ; il ne peut y avoir cependant de doute sur l'importance et la beauté 
des conceptions de BoHR. 
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Les notions de quantité de mouvement, d'énergie, etc., jouent un 
rôle très important en dynamique ; elles ont également trouvé leur 
place dans la théorie des quanta telle qu’elle a été construite par 
HEISENBERG et plus particulièrement dans la forme que lui a donné 
DrrAC. Dans l'exposé précédent, ces mêmes notions ne jouaient 
aucun rôle et pourtant dans chaque exemple, nous avons eu effecti- 
vement quelque chose à dire sur les moments, l'énergie, etc. Je me 
propose maintenant de montrer d’une façon plus générale la manière 
dont les grandeurs de ce genre apparaissent dans l’aspect ondulatoire 
de la théorie. 

On comprendra mieux le principe général de cette explication si on 
considère l’analogie suivante avec la théorie classique. Étant donné 
un champ électromagnétique arbitraire, comment calculons-nous 
l'énergie électromagnétique contenue dans chaque élément de vo- 
lume ? Pour cela nous prenons un domaine fermé et nous exprimons 
l'énergie totale qu'il contient et qui est une quantité parfaitement 
définie ; ensuite nous transformons cette quantité en une intégrale 
de volume dont la valeur est 


J g= CE? + H')drdydr. 


Nous disons alors que par définition g=(E? + H?) est l'énergie contenue 


dans l'élément de volume dx dy dz. 

Supposons maintenant que nous voulions analyser un rayonnement 
en fixant notre attention sur la fréquence, comme nous avons à le faire, 
par exemple, en thermodynamique. Dans ce cas nous transformons 
notre énergie totale en l’exprimant au moyen d’une intégrale de 
FouriER de la forme /”,4d, ou y est la fréquence ; #, est alors par 
définition l'intensité pour une fréquence comprise entre » et y + dy. 

Cette analogie nous indique la marche à suivre. En partant de la 
règle fondamentale qui donne l'intensité, |W}2g sera pour nous la 
probabilité pour que l’atome se trouve aux environs du point q. f|WPdg 
sera alors la probabilité totale que nous poserons égale à 1, exprimant 
par là que l’atome se trouve certainement dans le domaine considéré. 
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Si maintenant nous transformons cette intégrale par un changement 
de variable, elle restera égale à l'unité et la quantité sous le signe f de 
la deuxième intégrale donnera par définition la distribution de pro- 
babilités relative à la nouvelle variable. Nous en avons donné déjà 
un exemple particulier pour le passage des coordonnées aux moments ; 
nous n'avons rien fait d'autre que d'introduire une intégrale de 
FOURIER. 
Par exemple, pour un seul degré de liberté : 

va. = | v(, ne} 4 


définit une fonction Y (p, f) qui peut être évaluée par inversion. On 
a alors d’après le théorème de FOURIER 


k à MAD A, 
Jrveotér= [ar [as f'asvsoveg, ne 


— zx | à | (D, à) l°. 


On en déduit que la probabilité pour que le moment soit compris 
entre p et p + dp est égale à 


| FD, D À X 2x. 


Un exemple plus important est celui de l'énergie ; cherchons des 
solutions de la forme de SCHRODINGER. 


.W, 
ti. à " Fe 
Y — D CU n(g)e 


n 


le nombre de degrés de liberté étant quelconque, et les WA satisfaisant 
aux conditions d’orthogonalité 


| w,W”dq = 0, 
Alors 


Wa, Wen 
:) | Y |?dq — J Sevaoe "ae X 2c: (ge F ” 
n 


=Yicr five 
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Par définition nous pouvons dire alors que le ne terme représente 
la probabilité pour que l’atome se trouve dans le 7M€ niveau d'énergie. 

Un autre cas important apparaît quand on introduit les coordon- 
nées polaires ou leurs conjuguées ; pour deux dimensions, par exemple, 
nous pouvons exprimer directement W({x,y,i) en coordonnées polaires 
par W (7, 9, t), mais la nouvelle fonction doit avoir une valeur unique 
et bien déterminée dans tout l’espace. Elle ne peut donc être une 
fonction de 0 tout à fait arbitraire. On en déduit immédiatement que 
la probabilité pour que les coordonnées se trouvent aux environs des 
valeurs 7, 0, est donnée par l’expression 


| W(7, 0, é) l’rdrdl. 


Il est cependant beaucoup plus intéressant de considérer le dévelop- 
pement conjugué. Celui-ci s'obtient simplement en reconnaissant que 
W(7,0,t) doit être périodique en 0 et en développant la fonction pério- 
dique en une somme de sinus et de cosinus : 


(x, y, 1}= D cos m0 + b,, sin m0), (r, t). 


m 


Dans ce cas 


d | VPaxdy = x De + (0,1?) | |, lrdr 
m s 

et nous pouvons dire que la»f? + |b»l? est la probabilité pour que 
l'atome se trouve dans l’état caractérisé par le nombre quantique 
azimutal #. Il est évident qu'entre "# et 8 il y a une relation du type 
de celle qui existe en dynamique entre deux variables conjuguées ; 
cependant on ne voit pas directement pourquoi nous sommes obligés 
d'associer la variable m à la notion de moment de quantité de mouve- 
ment. 

De même si nous examinons le problème pour l’espace à trois 
- dimensions, nous sommes conduits à exprimer W (x, y, z, é) par 


D damPrO, )L'unfr, 7? 

l,m 
où P”(9, w) sont les polynomes de LEGENDRE, expressions fastidieuses 
ayant un grand nombre de propriétés simples qu'il n’est jamais pos- 
sible de se rappeler entièrement. Dans ce cas il est encore plus diffi- 
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cile de reconnaître la relation qui existe entre lesnombres /, m et les 
moments angulaires. 

Nous pouvons transformer l'expression [W (x, y, z, 6)? dx dy dz 
en un grand nombre d'intégrales variées contenant, par exemple, 
x et Pu, Pr et Py, r et 8,7 et m, p et m, pr et 0, mais cela n’est pas abso- 
lument arbitraire; nous ne pouvons pas par exemple, utiliser en même 
temps 7 et Pr. L/impossibilité de l'existence d’une telle transformation, 
est plutôt d'ordre mathématique, mais peut être associée avec un 
des traits caractéristiques les plus importants du calcul d'HEISENBERG. 
Pour préciser, nous ne pouvons transformer /|Wldg,dqg, en une 
autre intégrale j'|W|4Q.,dQ.... que si les variables Q,Q, sont permu- 
tables entre elles quand elles sont exprimées en fonctions de g;q2. 
Il est facile d’en voir la raison. Par exemple, 7 et f- ne sont pas permu- 
tables ; il est clair alors que nous ne pouvons pas parler de probabilités 
simultanées pour 7 et fx, puisque nous obtiendrons des valeurs diffé- 
rentes si nous fixons notre attention d’abord sur 7 et ensuite sur fx 
ou réciproquement. 

La méthode générale pour trouver les variables qui conviennent à la 
transformation del’expression /|WPdxdydz a été donnée par DIRAC, sous 
une forme différente de celle qui est présentée ici. DIRAC insiste sur les 
analogies dynamiques et décrit cette transformation comme passage 
d’un système où g est une matrice diagonale g(g'g") — g'ù (g' —g") à 
une autre dans lequel c’est F(g, p) qui devient matrice diagonale. Dire 
que g est une matrice diagonale revient à dire que g est la variable 
indépendante de l'équation des ondes. Nous voulons donc faire une 
transformation aboutissant à une équation où P — F(g, p) sera pris 
comme variable indépendante. 

La règle de DIRAC prescrit d'écrire l'équation différentielle 


F(9, . os = Px 


et de la résoudre en regardant P comme constante. La solution 
sera une fonction y (g,P) et il est facile de prouver que pour des 
fonctions F d’un type très général les y forment un système ortho- 
gonal, tel que 


1 x*(g, P)x(g, P'hdg = 0 


LA THÉORIE ONDULATOIRE DE LA MATIÈRE 


pour P ;Æ P’. Il est alors facile de trouver une fonction W(P,f) telle 
que 


a) 


W(g, à = J WP, Dx(g PP | 


au moyen de laquelle nous pouvons exprimer que 


? 


J | W(g, pra [ 1ve, t) dP. 


C’est justement ce qui nous était nécessaire pour calculer la probabi- 
lité pour que la particule possède un P compris entre P et P + 4P. 
Considérons quelques exemples : 
(x) Un seul degré de liberté, P — hp. 


F 


eo EX 


comme auparavant 
; PQ 
w(g, à — uA e } W(P, A4P 


(2) Moment angulaire, deux degrés de liberté. 


P = xp, — Vh: 


en coordonnées polaires. 


Mais ici toutes les valeurs de P ne sont pas admissibles car y doit être 
une fonction unique et bien définie de x et y. Par conséquent nous 
devons avoir P — "» h, où m est entier, ce qui nous donne une démons- 
tration directe de la nécessité de la quantification azimutale. 


(x, y, 1) — Ye” V(r, à). 
m 


Quoique nous puissions toujours former cette expression impli- 
quant la quantification azimutale, elle ne nous est souvent d'aucune 
utilité. Par exemple si le problème dynamique ne comporte pas une 
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intégrale des aires, nous ne faisons autre chose que remplacer une équa- 
tion différentielle en 0 par une équation aux différences finies en #. 
Il est aussi intéressant de noter que même dans le cas où une telle 
intégrale existe, il peut arriver que la transformation mentionnée ne 
nous aide en rien. Par exemple, dans un champ magnétique uniforme, 
les électrons décrivent des cercles et il est parfaitement légitime de 
quantifier ces cercles. Autant que je sache, personne ne l’a encore fait, 
pour la raison bien simple que ce serait inutile ; en effet, nos expériences 
ne séparent jamais les orbites quantifiées individuellement, elles ne 
concernent que le mouvement de la particule qui fait intervenir la 
vitesse de groupe et non pas la vitesse des ondes. 
(3) Energie 
donc 


h à 
H(g, 5 1 We 


et y est la solution même de l'équation de SCHROÔDINGER. Nous avons 
alors 


w(g, à —= D Y(W, fx (9) 


et nous voyons que 
_w 
PW 42,6 nr 
résultat banal. 

Nous constatons une grande analogie entre la méthode de transfor- 
mation exposée et le procédé utilisé en dynamique classique pour 
découvrir les variables canoniques. En dynamique, le choix d’une seule 
variable canonique fixe en général toutes les autres, où du moins 
limite leurs possibilités d'existence. Il en est de même ici. Nous pou- 
vons, par exemple, prendre pour variable canonique soit Mz (moment 
angulaire autour de l’axe x) soit My, mais en aucun cas les deux à la 
fois. Pour avoir une combinaison renfermant deux moments angu- 
laires, nous devons prendre l’un d’eux égal à M: + M; + M:. Nous 
utilisons ensuite l'opérateur de LAPLACE pour poser 


à (TEL MATE 11-10 


— — SIN 0 + ——— — 
sin 0 20 NT T sin? 0 22° À 


a = Py 


L 


et nous remplaçons P par sesivaleurs caractéristiques Z ({ + 1) A2. 
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La manière dont DiraC attaque le problème le conduit à traiter 
l'équation de SCHRÔDINGER sur le même plan que n'importe quelle 
équation en y. C’est là un des traits caractéristiques les plus 
attrayants de la méthode de DIrAC, qu’on ne retrouve plus dans 
l'exposé que j'ai donné ; en effet j'ai justement basé mon procédé sur 
l'équation de SCHRÔDINGER au lieu de partir directement des prin- 
cipes de l’algèbre non commutative. 

Je ne sais s’il est plus avantageux de rechercher une plus grande 
symétrie par l'emploi de la méthode de DIRAC, ou de considérer que 
certaines variables dynamiques, l’espace et le temps, sont plus intui- 
tives que les autres et de fonder ainsi la théorie sur une base plutôt dis- 
symétrique, comme je l’ai fait dans ce qui précède. 


* 
* % 


Je me propose d'examiner maintenant, sur quelques exemples, 
un certain nombre de difficultés qui semblent se présenter dans 
l’étude du conflit ondes-particules. 

[/exposé général qui précède nous a montré comment nous devons 
aborder le problème suivant les idées de la dynamique, puis changer 
de voie et le traiter au moyen du Ÿ et enfin, pour décrire le phéno- 
mène résultant, interpréter de nouveau les fonctions d’ondes dans le 
langage des particules. 

Supposons maintenant que nous observions une suite d'événements, 
par exemple, la trajectoire d’une particule 5 dans une chambre de 
WiLson. Nous voyons ici une suite de gouttelettes, dont chacune doit 
être regardée comme le résultat d’une observation individuelle ; pour 
parler quelque peu naïvement, l’onde se transforme continuellement 
en particule et vice-versa. Mais si par hasard nous interceptons une 
partie du champ de vision, nous ne pouvons plus faire d'observation 
dans cette partie ; ici l’onde reste telle qu’elle était et nous ne la trans- 
formons plus en particule. Nous cherchons à comprendre comment il 
sera possible d'obtenir les mêmes résultats avec ces deux interpréta- 
tions différentes. 

Pour mieux mettre en lumière la difficulté, je vais préciser l'exemple 
choisi. Prenons une source de radium émettant des rayons S, qui tra- 
versent des fentes, des champs électriques et magnétiques, des cris- 
taux quiles diffractent, etc. (fig. 2). Plaçons trois chambres de WiLsON, 
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peu absorbantes de façon à ne pas arrêter les particules, en trois 
endroits déterminés, en sorte que tous les rayons {5 que l’on voit dans 
la deuxième et la troisième chambre aient déjà traversé la pre- 
mière ; l'expérience consistera à compter le nombre des particules 
dans chacune de ces chambres. Supposons que s’il y en a 10 dans 
la première chambre, il y en ait 5 dans la deuxième et 3 dans la 
dernière. Si maintenant nous couvrons la première de façon à ne 
plus la voir, nous trouvons toujours 5/3 comme rapport des parti- 
cules dans les deux autres chambres, mais dans ce cas nous devrons 


, 
, 
, 
, 
, 
, 
. 
, 
‘ 
, 
n 
n 
, 
, 
, 
tn = = ee — — 
. 


Fig. 2. 


être en mesure de prendré le W correct pour la première chambre sans 
l’interpréter, c'est-à-dire sans passer au langage des particules. 

Notez que pour arriver à cela nous devons en tout cas tenir compte 
de la petite absorption qui a lieu dans la première chambre. On peut 
le faire en considérant comme système vibrant non seulement la parti- 
cule mais aussi les atomes qu'éventuellement elle pourrait ioniser ; 
de cette façon le système redevient conservatif et nous pouvons plus 
tard prendre la moyenne pour toutes les ionisations possibles en cal- 
culant les probabilités |W,[? : |W,/? des observations dans la deuxième et 
troisième chambre. 


La résolution directe de ce problème ne serait pas facile ; je vais 
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examiner cependant un problème simplifié (1), du même type, relatif à 
une « expérience à résultats inobservés » et montrer comment l’équa- 
tion des ondes nous conduira à des résultats qui, si l’on se fiait seule- 
ment à notre intuition, ne pourraient s’obtenir qu’à partir de la con- 
ception corpusculaire. 

Nous décrirons d’abord notre expérience dans le langage des parti- 
cules, ensuite nous l’envisagerons au point de vue ondulatoire et nous 
verrons que l'intuition suggère que les résultats doivent être tout à 
fait différents dans les deux cas. Enfin nous montrerons le caractère 
fallacieux de cette argumentation et nous prouverons que la théorie 
ondulatoire possède toutes les qualités requises pour pouvoir décrire 
complètement les résultats de l’expérience. 

Considérons le choc d’une particule de masse M, avec une autre de 
masse # initialement au repos ; après le choc les deux particules se 
meuvent de telle façon que si l’on se donne la direction de l’une d’entre 
elles, la direction de l’autre, ainsi que leurs vitesses respectives sont 
complètement déterminées par les principes de conservation de l’éner- 
gie et de la quantité de mouvement. 

Nous appellerons « couple cohérent » un tel couple de particules, et 
l’un de nos buts sera d'exprimer cette propriété dans la théorie des 
ondes. La cohérence peut être vérifiée expérimentalement par deux 
observateurs convenablement placés qui signaleront, toujours simul- 
tanément, l'apparition sur des écrans de scintillations dues à M et à #. 

Modifions ensuite l'expérience de façon à mettre en évidence la 
propriété de cohérence, sans être obligés de l’observer directement 
(fig. 3). Plaçons en B, un miroir qui va réfléchir la particule M. Nous 
aurons alors en € deux flots de particules arrivant suivant les directions 
AC et BC. Dans le cas ordinaire, les particules m et M passeront par 
C à des moments quelconques et indépendants les uns des autres : il 
en sera de même quand # et M seront cohérents. Mais il y a un cas 
exceptionnel. 

I1 peut arriver que les directions AC, AB correspondent à un couple 
cohérent de particules, et aussi que les vitesses soient telles que le 
temps mis par M pour parcourir le trajet ABC soit le même que celui 
employé par » pour se déplacer de A en C. Dans ce cas, les particules 
se rencontreront de nouveau et seront diffusées encore une fois ; si 


(x) Ce problème est discuté avec plus de détails dans les Proc. Roy. Soc. A.,vol, 124, p. 375, 1929 
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nous plaçons un écran au delà de C, nous observerons des scintillations 
en des endroits qui ne seront ni sur le prolongement de AC, ni sur celui 
de BC. L'expérience que nous envisageons ici est constituée justement 
par l'observation de ces scintillations. ; 

Appliquons maintenant brutalement la théorie des ondes. I/élé- 
ment incident M est une onde sinusoïdale et l’élément M après la 
diffusion par choc, est une autre onde sinusoïdale, de longueur d'onde 
variable avec la direction de propagation ; de même pour l'onde 
diffusée correspondant à #1. La réflexion modifiera la direction de 
l’onde M, mais n’y apportera aucun autre changement. Les deux ondes 
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se propagent d’une manière continue ; il semble impossible d'exprimer, 
au moyen de ces ondes continues, la discontinuité qu'on introduit 
implicitement quand on admet que M et » subissent une seconde 
collision en parcourant leurs trajectoires respectives ABC et AC dans 
le même intervalle de temps. Comme nous le verrons, cette difficulté 
est illusoire parce qu’il n’y a pas en fait une onde M et une onde #1 dans 
l’espace ordinaire, mais wne onde M plus » dans l’espace de configura- 
tion à six dimensions. 

Résolvons maintenant notre problème. Pour formuler la loi de choc, 
nous supposerons que les particules ont la même charge électrique e. 
L'équation est alors : 


2 2 2 
(1) (— ire a + Er = m2 
m Ÿ à 
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X et x représentant chacune trois coordonnées et 7 — | X —x|. 

Résolvons d’abord cette équation suivant le procédé habituel, en 

cherchant ses fonctions caractéristiques. Ce qui suit est une adap- 

tation d’une des méthodes que GORDON (1) a données pour le problème 

du passage d’un électron dans le voisinage d’un noyau au repos. 
Prenons deux vecteurs vitesse U et # et posons 

(2) TENTE (U TT x) 


et 


(3) w — F() exp} { M(U, X) + mu, x) — > (MU? + mu?}é | 


En substituant ceci dans (1) nous voyons que l'équation peut être 
satisfaite, à condition que F soit une solution de l'équation différen- 
tielle ordinaire du type hypergéométrique : 


{à ALES 
CE"+E ñ 
La solution finie à l’origine s'exprime au moyen de deux séries 
asymptotiques 


EG) = (5)f+ 


—1—1 
Fees) + 
où 
__ hkM+m) RME : 
17 71 acer Se Rue vrai 


La solution finie à l’origine est alors 


F, = BC F2. 


Nous allons éliminer, dès le début un certain nombre de facteurs 
de proportionnalité et de facteurs de phase donnés par la puissance 
complexe &:8 et, au lieu de dire que la solution convenable est une 
somme de termes F, et F,, nous dirons que l'onde incidente 


Vince = 27 à MU, X) + mu, à) — S(MU® + mu) 


(1) Z: f. Phystk, vol. 48, p. 180, 1928. 
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donne une onde diffusée proportionnelle à 


I 
(X—x,U—u) 
Pie u| 


î 
= be) Mm| U—u|+(MX-+mx, MU +mu) 
Cette expression est valable partout sauf dans la direction de propaga- 
tion où . 
X1 —= %,, ee — 3, XX; BUT 


Nous devons maintenant adapter cette solution générale à notre 
problème particulier. Dans la théorie ondulatoire la notion de parti- 
cule au repos n'existe pas ; en effet les relations d’indétermination 
montrent qu'une particule située en un point donné ne peut pas avoir 
une vitesse bien déterminée. Nous pouvons représenter l’état initial 
de »m par 
V — exp — à : ; 
’étalement dû à l’indétermination initiale se fera avec une vitesse 
représentée par une longueur d'onde de l’ordre de o. La simplification 
que nous avons faite pour F, est équivalente à la supposition que 
l’indétermination de la vitesse est beaucoup plus petite que V, vitesse 
de l’onde incidente M. 

La valeur de VW aux instants ultérieurs sera 


nn — [exp 0102 — Qt) ee 5 se (u?) { du. 


m étant maintenant confiné dans le voisinage de A, nous pouvons 
prendre comme expression de l’onde M : 


Vu = exp} (MVXs — = MV°#) 


et par conséquent 


Re = exp [À À mu) + MVXS — 2 (mu + vip! — 2 Mu [du 


Nous pouvons alors écrire aisément l'expression de l'onde diffusée. 
Il faut remarquer qu'approximativement (U —#) — V au dénomina- 
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teur, mais qu'on doit cependant le prendre égal à V — ”, dans le 
terme exponentiel. Dans ce cas 


Pit J eh] nr 1Mm(V — us) + (MX + mx, MV + mu) 


du 


I Moy? î 
—— x Sn Va 


ER Cure AU _. My | 


et en négligeant les facteurs qui ne sont pas essentiels, on a 


29/2 M+m M+m M+m"“m 
iMm Hire 
h(M + m) 1 Kiss 3 


exp—| je) (Re) + (Se) QE me 


“ MX + mx + mr — (M + mé | 


52 — 52 + th 
comme auparavant. 
On obtient l'intensité en multipliant par l'expression imaginaire 
conjuguée ; on a: 


ES Ls RAC [+ eee) 
Ra Are 51° M+m 
L Lee + (= + MXxs — My L 
M +m M+m ) 
où 
ht \2 
LIRE 2 ser 
OA 0: nr 2 


comme dans notre première leçon. 
Ceci montre que pratiquement nous sommes certains d'obtenir des 
scintillations simultanées aux points définis par 


MX, + MX = 0 
MX; E MX23 — O 
MX: + mx, —= My 


ou dans le voisinage immédiat de ces points. 

I1 est facile de prouver que ces équations sont les conséquences des 
principes de conservation de l'énergie et de la quantité de mouvement. 
La manière la plus rapide d'arriver à ce résultat consiste à ajouter une 
quatrième équation 7 — V{; on reconnaît alors que les quatre équations 
expriment la conservation non seulement de la quantité de mouve- 
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ment mais aussi de l'énergie, cette dernière condition exigeant que les 
particules se rapprochent et s’éloignent avec la même vitesse relative. 

Nous avons vu comment la théorie ondulatoire fournit des résul- 
tats exacts dans le cas où nous pouvons observer directement le choc. 
Nous devons maintenant introduire le miroir réfléchissant et analyser 
la deuxième diffusion en C. Il est inutile de discuter cela en détail. 
Nous devons remplacer 


Y(Xx) pat V(Xx) — V(X'x) — W(Xx') + V(X'x') 


(X' étant le point image de X, etc.), de façon que W s’annule à la 
surface du miroir pour les deux coordonnées. Le terme W(X'x) repré- 
sente la partie de l’onde correspondant à la particule M après réflexion, 
c’est-à-dire à la situation avec M sur BC et "» sur AC. Il est inutile de 
calculer en détail l’effet du deuxième choc ; il nous suffira de recon- 
naître qu'il a lieu effectivement. Pour cela considérons W (X'x) comme 
une nouvelle onde incidente et cherchons les régions pour lesquelles 
Ÿ a une valeur appréciable et pour lesquelles on a en même temps 


a e? : ; 
X — x; dans ces régions en effet le terme DE devient important, 


ce qui décèle l’existence d’un second choc. Les régions considérées se 
trouvent dans le voisinage des points définis par 


MX, + mx —0 > et 
MX2' + Mxs —= 0 Ne — % 
MX:;' + MX3 — My! X3 —= X3. 


Pour prouver que ces régions sont justement celles qui résulteraient 
de la’ théorie corpusculaire, il nous suffira d'ajouter aux précédentes : 
l'équation 7 — Vi; il est évident alors que les 7 équations sont les 
mêmes que celles qui sont fournies par la théorie des particules. Nous 
voyons donc que dans notre «expérience non directement observée », 
la méthode ondulatoire donne précisément les résultats dont nous 
aurions dit, il y a quelques années, qu'ils prouvaient indubitablement 
l'existence des particules et condamnaient la conception des ondes. 

Le problème que nous avons traité est banal parce que sa solution 
ne faisait aucun doute. Mais le même problème ne paraît plus banal 
du tout si nous le posons dans les mêmes termes pour l'effet COMPTON, 
où la solution devrait cependant être la même ; c’est même une ques- 
tion très intéressante de voir si des méthodes analogues à celles que 
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nous avons employées peuvent être utilisées dans ce cas, et de quelle 
manière. 

La méthode de SCHRÔDINGER développée par KLEIN (1) pour son appli- 
cation à l'effet COMPTON est absolument incapable de mettre en évi- 
dence le deuxième choc, ou même seulement la cohérence ; la seule 
méthode dont nous disposons actuellement est celle de DIRAC, qui 
constitue une discussion complète du problème, mais d’un caractère 
tout à fait différent et qui entraîne des difficultés d’un autre ordre. Je 
ne saurais dire si l’on peut résoudre cette question au moyen des pro- 
cédés que j'ai indiqués ; mais dans l’affirmative je crois que cela pour- 
rait permettre de présenter la théorie du rayonnement sous une forme 
nouvelle et, je l'espère, plus simple. 

Mais, — à moins que cela soit possible, — nous sommes conduits 
actuellement à constater un fait curieux : pour les problèmes concer- 
nant les particules (ou ce que nous pensions être des particules) nous 
devons employer les méthodes de la théorie des ondes, tandis que 
pour la lumière, qui nous semble avoir un caractère ondulatoire indé- 
niable, nous sommes obligés d'utiliser la théorie des particules. 

En nous aidant de l'exemple exposé plus haut, nous sommes plus 
ou moins en mesure de voir comment il faut expliquer la formation des 
trajectoires dans la chambre de WiLsox. L/onde émergente (l'onde fi) 
est une onde sphérique, comme nous l’avons déjà vu. Mais si nous vou- 
lons trouver la solution sans observer la première partie de la trajec- 
toire, nous ne devons pas simplement considérer cette onde comme 
sphérique ; nous devons envisager l’ensemble de l’onde dans un espace 
pluri-dimensionnel tel que l’onde possèderait le caractère sphérique 
uniquement dans un sous-espace à trois dimensions. 

Si l’on juge d’après le cas d’un choc unique, nous devons supposer 
qu'après les rencontres avéc les premiers atomes, il s’introduira dans 
l'expression de l’onde un facteur de phase de Ia forme 
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Sans entrer dans les détails, nous pouvons facilement nous imaginer 
que cette phase présente quelque particularité, — celle de s’annuler 
par exemple — quand X, x’, x” sont colinéaires. C'est ainsi que 
nous arriverons à comprendre comment la fonction d’onde peut expri- 


- (1) Z. f. Physik, vol. 52, p. 853, 1928. 
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mer la notion de ligne droite dans l’espace ordinaire. En fait cette 
fonction d'onde ne précise pas quelle est cette droite dans l'espace 
mais fournit simultanément toutes les droites possibles ; le choix n’est 
fait qu’au moment de l'observation. Cette observation elle-même sera 
décrite d’une façon exacte au moyen de notre fonction W ; mais si 
nous le désirons, nous pouvons revenir en arrière et en tirer des con- 
clusions sur la première partie de la trajectoire qui n’a cependant pas 
été observée ; nous pouvons faire ce retour en arrière, exactement 
comme nous aurions pu induire des renseignements sur le premier 
choc des particules m et M, à partir d’une observation concernant le 
deuxième. 

Il est intéressant de poursuivre plus loin cette idée. 

Quand l'observation directe des résultats d’une expérience nous 
manque, nous pouvons toujours tenir compte de la perturbation 
qu'elle a introduite dans notre système en y incorporant aussi les 
appareils d'observation. Nous différons l'interprétation de notre 
expérience, en agrandissant le système considéré. Quand HEISENBERG 
utilise son microscope pour observer un électron, il trouble le mouve- 
ment de celui-ci ; cependant nous pouvons toujours prédire le mou- 
vement ultérieur, — avec le degré d'incertitude correspondant, — en 
enfermant ensemble microscope et électron dans une enceinte et en 
n’indiquant pas les résultats de l'observation. Jusqu'à quel point 
pouvons-nous aller dans cette voie ? 

Considérons l'exemple suivant. Pour nous rendre compte de la pré- 
sence d’une particule x nous observons dans certains cas la scintilla- 
tion qu'elle produit. Mais nous pourrions prendre comme résultat de 
l’observation, non pas cette scintillation elle-même, mais l'émission 
du photoélectron produite sur la rétine par la lumière émise ; nous 
pourrions encore prendre à sa place l'effet produit sur le nerf optique, 
mais il y a un point où nous devrions absolument nous arrêter : c’est 
la transition du cerveau à l'esprit. 

Nous pouvons ainsi imaginer un monde caractérisé par un certain 
W, un monde inanimé, dans lequel il ne se passe jamais rien, mais qui 
contient en puissance tout ce qui pourrait advenir. Il ne nous indique 
ni l'endroit ni le moment où une scintillation apparaît, ni quelle est 
la partie de la rétine qui l’enregistre. Mais notre esprit possède une 
catégorie de connaissances tout à fait différentes des précédentes, 
pour lui les événements existent, les probabilités WP sont trans- 
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formées en réalités ; de 1à on peut revenir en arrière et se rendre compte 
de tous les événements antérieurs. C’est là une conception possible de 
l'univers ; mais le Ÿ qui lui est associé est si incroyablement compliqué 
qu’il me serait pénible d'admettre une telle conception de l’univers 
comme celle qui convient pratiquement le mieux. 

Je pense qu’il est néanmoins utile de voir comment les propriétés 
corpusculaires les plus caractéristiques peuvent être expliquées par 
les méthodes de la théorie ondulatoire si le processus d’explication 
est finalement éclairé par une donnée de tout autre catégorie, l’obser- 
vation . 


(Traduit par Al. ProcA et G. FOURNIER). 
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La liaison entre la théorie quantique et la théorie ondulatoire de la 
lumière, qui a semblé longtemps impossible, a été récemment établie, 
surtout grâce à un travail de DIRAC dans lequel celui-ci examine les 
relations entre un électron capable d’absorber ou d'émettre de la 
lumière, et le rayonnement lumineux. 

Le point de départ du travail de DIRAC est assez simple : au lieu 
de considérer l’atome et la radiation comme deux systèmes, il les 
considère comme un système unique dont l'énergie est la somme de 
l’énergie de l’atome, de l'énergie du champ et d’un troisième terme 
petit vis-à-vis des deux autres et représentant l'énergie due au cou- 
plage de l’atome et du champ électromagnétique. Si on négligeait ce 
dernier terme cela reviendrait à supposer l’atome et le champ complè- 
tement indépendants : il ne pourrait y avoir d'échange d'énergie entre 
les deux ; c’est la présence de ce terme qui permet aux échanges d’éner- 
gie de s'effectuer. 

Prenons une comparaison mécanique simple : un pendule M oscillant 
librement représentera notre atome. Une corde AB pouvant effectuer 
des oscillations transversales représentera la radiation électromagné- 
tique. 

Si le pendule et la corde sont isolés, leurs oscillations ne pourront 
naturellement pas réagir. Relions maintenant le pendule M à un point 
de la corde par un fil très élastique et très léger; ce fil va évidemment 
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au début changer très peu les mouvements du pendule et de la corde 
mais pourra à la longue produire des changements importants. Sup- 
posons qu’à l'instant initial la corde oscille, le pendule étant immo- 
bile; par l'intermédiaire du fil le pendule va recevoir de petites impul- 
sions dont les périodes sont les périodes propres de la corde. Si aucune 
des périodes propres de la corde n’est égale (ou très voisine) à la période 
propre du pendule, l’amplitude de l’oscillation du pendule restera 
toujours petite; si au contraire une période propre de la corde se trouve 
égale à celle du pendule, celui-ci finira par prendre une oscillation de 
grande amplitude ; c’est ce qui correspond à l’absorption de la radia- 
tion par l’atome. 

On verrait de même le cas d'émission de radiation par l’atome : la 
corde est d’abord immobile et le pendule oscille ; après quelque temps 
les harmoniques de la corde, dont les fréquences sont très voisines de 
celle du pendule oscillant, se trouvent amplifiées. 

Revenons maintenant à l’étude de l’atome et du champ de radia- 
tions et cherchons quelles sont les coordonnées définissant l’état du 
système. Si l’atome contient un seul électron, il sera défini par ses 
coordonnées cartésiennes x, y,z, ou bien par le vecteur g dont x, y, z 
sont les composantes. Le champ électromagnétique pourrait être défini 
par les valeurs du potentiel scalaire et du potentiel vecteur en chaque 
point de l’espace, mais cette représentation a divers inconvénients 
et nous aurons recours à une autre représentation beaucoup plus 
commode. Nous allons considérer le champ situé dans une portion de 
l’espace de volume Q et limitée par des parois parfaitement réfléchis- 
santes. Nous ferons finalement grandir indéfiniment le volume Q de 
façon à obtenir à la limite la radiation remplissant tout l’espace. 

La radiation électromagnétique remplissant un espace de volume 
fini peut s’analyser grâce à un développement en série de FOURIER 
par rapport à ses harmoniques propres. 

Pour revenir à l'exemple de la corde de longueur 4, l’ordonnée y 
d’un point M peut s'exprimer par 


\ . ñn 
y = de sin 272% 
n 


\ 


et la position de la corde à un instant quelconque est définie ainsi 
par l'expression des a en fonction du temps ; remarquons que pour 
des oscillations libres de la cordé les ar sont des fonctions sinusoïdales 
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du temps. De même le potentiel vecteur U, en un point M de la radia- 
tion pourra se décomposer en une série de FOURIER U — Ÿ#s, avec 


2TVs 
C 


(x) U, = Au sin [2F*(2, . 9 + 8] 

où «sg représente le produit scalaire des vecteurs as et g;gq est un 
vecteur de composantes x, y, 2, coordonnées du point M; «est un vec- 
teur unitaire donnant la direction de l’onde stationnaire considérée ; 
Bs représente une phase. A; est un vecteur unitaire qui donne la di- 
rection de Us ; dans le cas des ondes transversales A, est perpendicu- 
laire à cs. 

Enfin Us est un facteur fonction du temps seulement, définissant 
la grandeur du potentiel vecteur aux ventres de l’onde stationnaire 
(en ces points en effet le facteur sinus a pour valeur un). Nous pren- 
drons les #, comme coordonnées définissant la radiation électroma- 
gnétique. Dans le cas des vibrations libres du champ les # sont des 
fonctions sinusoïdales du temps 


sin 


Us — K, : 2TVSL. 


(ere) 


En résumé le potentiel vecteur U en un point défini par g est donné par 


e) v= Da sin (2.9 + 8) 


la somme devant être étendue à toutes les oscillations propres du 
domaine considéré. Ces oscillations sont en nombre infini, mais dénom- 
brables tant que Q reste fini. Quand Q grandit indéfiniment les valeurs 
vs tendent vers une suite continue et à la limite le nombre ZN d’oscilla- 
tions propres dont les fréquences sont comprises entre » et y + dy est 
donné par 


(3) an = Pod, 


Cette expression nous servira plus tard. 
Calculons la valeur de l'énergie électromagnétique du champ défini 


par son potentiel vecteur (2). 
Les formules classiques 


H = rot U É=—° 
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nous donnent pour les champs magnétique et électrique 


He D "Lex Au, cos [2 (2.9) "a 8. 
$ 


(4) 


C 


E = — F2h4. sin EC -q4 + | 


où [as X As] représente le produit vectoriel des vecteurs as et Às. 
L'énergie électromagnétique étendue à tout l’espace Q sera 
F5 + 
8x 
les quantités surlignées désignant des valeurs moyennes. 
En calculant F? et H? qui sont des sommes par rapport à s on obtient des 
termes carrés, et des termes rectangles dont la moyenne est nulle. En 


We—10 


— | — I 
tenant compte de ce que sin? et cos? ont pour valeur ; et en se souve- 
nant que les vecteurs & et À, sont orthogonaux (ondes transversales) 
on obtient 

— 2T?v! _— I + 

HD eu et Fi Pe 

S S 

d’où l'énergie électromagnétique 


Q BE 2,2 
(5) W: Brc? Cu SE 2ryiut). 
S 


x 


Nous pourrons donner à cette expression la forme Hamiltonienne 
en considérant la variable v; conjuguée de #s 


1n3W,- 720 à 
5 où, Grec? * 


S 


We s’écrira alors 


me. re? v, Q 2 2,2 
(6) À W. js 0 2 + Sc?" VU, |: 


D 


En écrivant les équations canoniques 


oW, : oW 
Üs = ——<; Vs —= SAUT 


Vs ? dUs 


nous devons obtenir l'équation des vibrations libres de l’espace Q. 
En effectuant on trouve bien 


Us - ATVIUs — 0 


— 56 — 
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qui donne pour #% une fonction périodique de fréquence w. Dans 
l'équation (6) remplaçons les variables canoniques ws et vs par deux 
nouvelles variables canoniques gs et ps définies par 


2 
G) = Va: = 
L'équation (6) deviendra alors 
(8) We. = Y [55 +29 | 

S 


Hamiltonien identique à celui d’oscillateurs (définis par l'indice s) 
indépendants, de masses 1 et de fréquences w. 

Avec ces nouvelles variables l’expression (2) du potentiel vecteur 
deviendra 


Be 234 sin EC Sie B.). 


(9) LU 


Il nous reste à calculer l’Hamiltonien de l’atome situé dans le 
champ au point défini par g. 
Cet Hamiltonien WA est donné par la relation relativiste 


(10) o=— (me Dre (p— DVI 


Ê Ge 
# e # I : . 
Nous négligerons dans son développement les termes en :, : ils 


représentent des corrections relativistes que nous voulons négliger, 
l’Hamiltonien déjà écrit devrait sans quoi être aussi affecté de correc- 
tions dans le sens donné par la théorie de l’électron tournant de 
DIrAC. É 

La relation (10) ainsi développée donne 


(x) Wa À + eV — (Up). 


L/Hamiltonien complet de l’atome et du champ réagissant l'un 
sur l’autre s’obtiendra en ajoutant à l’expression (8) (Hamiltonien du 
champ) l'expression (11) dans laquelle U est remplacé par son expres- 
sion (9) On obtient ainsi l’'Hamiltonien 
| has 
(12) == DE 


sa L ques Zu, . p)q, sin 2 (a, -9) + À . 


+ EN + DE je 2m gt) 
= S 
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Les deux premiers termes représentent l’Hamiltonien de l'atome 
seul, le troisième terme l’Hamiltonien de la radiation seule (ou sans 
interaction de l’atome et du champ). Le dernier terme qui est petit 
représente précisément l'interaction de l’atome et du champ. Dans 
certaines applications, comme la théorie de la dispersion ou de l'effet 
CoMPTON, l’approximation qui nous a permis de passer de (10) à (11) 


2 
n’est plus légitime : dans le développement de (» 2% 2) il faut alors 
2T 72 
conserver le terme ee dans lequel U est remplacé par son expression 


(9). Cela nous conduit donc à ajouter à l’Hamiltonien (12) H, le terme 


2TYs 
C 


2TY, 


2 
(13) H— Fe DA + Ac)Qss Sin aq + À sin as * 4 + Po 
S, Ç 
Mais en général il est inutile de tenir compte de H.. 
Il est important de remarquer que la théorie classique de la radiation 
électromagnétique peut se déduire de l’'Hamiltonien (12) : Ecrivons 


en effet les équations canoniques 


do ÉNROE 
gs Dear ds’ Ds SD dQs 
elles donnent 
Dh, pin antig + EVE D sin) PE(s.9 + 8, 
ou en chassant ps 
à 8x 3 À 
(4 ë, + 4nwig, = ETC. p) sin Ÿ 274 (a, 9) 6, À 


qui représente les oscillations forcées d’un oscillateur de fréquence »s. 
En particulier quand p — 0, c’est-à-dire quand l’électron de l’atome 
considéré est immobile, l'équation (14) se réduit bien à une oscillation 
libre. 

Pour déduire de (14) la formule de LARMOR classique donnant 
l'énergie rayonnée par l’atome, nous ferons les trois hypothèses sui- 
vantes : 

10 Que l’électron reste voisin de l’origine des coordonnées : g & 0 
de façon qu’on puisse remplacer sin [= (as + g) + 8, | par sin fs. Cette 
hypothèse, également nécessaire pour la démonstration classique, 
revient à dire que les dimensions de l’atome sont petites vis-à-vis 
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de la longueur d'onde de la radiation émise, et elle est dans le plus 
grand nombre de cas largement satisfaite. 
29 Qu'à l'instant initial il n’y a pas de radiation : gs (o) — ÿs (0) — 0 
3° Enfin nous supposerons que le mouvément de l’électron émissif 
peut s’écrire en série de FOURIER de sorte que sa quantité de mouve- 
ment p s’écrira 


D = mr — mYv, sin (2rvt + P,). 
(72 


On voit alors facilement que les énergies rayonnées par les diverses 
composantes a sont indépendantes ; pour calculer celle correspondant 
à la gième ji] nous suffit de poser p — M va Sin (2rvaf + (3). 

L'équation (14) peut alors s’écrire en tenant compte de l'hypothèse 1° 


(x5) ÿs + ATV gs = VT (As + Va) Sin Ps sin (2rvÉ + Bu). 
Son intégrale générale est 


8x (A..V,) sin £, 


Q AT?(v?, NE 2) sin (2rvt ce Be). 


(16) qg — EF sin 2rvé + G cos 2rvt + € 


L'hypothèse 29 relative aux conditions initiales définit les constantes 
Fet G; on trouve 


va | JE (is: Ve) sin 8, 


cos L, : 
Vs Q 472(v2, — v2,) Lo 


\r=- 
(17) /8x , 
ie mr (A, V,) sin f. . 
| GE EX Q Ar?(v2, = vas) Se Pa , 
Ces expressions montrent que gs ne prend une valeur importante que 
pour les fréquences », voisines de va. 
L'énergie accumulée dans la sième composante de la radiation est 


donnée par (8) 


UE ch? + 272v2,q?, 
qu’on peut écrire avec une approximation suffisante | 
(18) Ws —= 422, QE, 
car dans un oscillateur harmonique on a 


IL — = 
min = 272v?, de L 
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L'intégrale générale (16), compte tenu des conditions (17) et du fait 
que », est assez voisin de %, pour pouvoir écrire 


“ = I et ne, Fe Ye = 2Va(vs TT Va)s 
s'écrit 
8r (A, .V,) sin B, Ç( . ? 
GŒ—=e > as 1 Rs sin (2rvit + 4) — sin (2rvf + L,) 
(19) ou 
ne. /87 (A, : V,) sin £. és CR EN EIES SN T(vs— Va)é 


Q 8r2y, Vs — Va 


Dans cette expression le seul terme variant rapidement avec le temps 
est cos [t(vs + va)é + a] et dans (18) nous ne devrons prendre la 
moyenne que par rapport à ce terme. L/expression (18) devient alors, 
en tenant toujouts compte que va 7 vs : 


sin ?r(v,— v)é 
(vs Ca CA 


C’est l'énergie transmise par la radiation % à la radiation %. L'énergie 
totale fournie est la somme par rapport à s des énergies ws. Or, le 
nombre de fréquences propres contenues dans l'intervalle d» est 
donné par 


de 7. 
(20) W: = -5(A: : Vi) sin? D, 


__& 


aN —— c? Qv2 4. 


Ces composantes vibrent avec des directions (définies par A4) et des 
phases f, uniformément réparties, c’est-à-dire que 


Te CES I ES TL ET I 
A ol 1 AC £ et. AA = 0 LL PER Se 


L'énergie fournie aux radiations de fréquences comprises entre » et 
vs + dys sera donc 


ae Ponge. Le, Se ve)t 
D: C'rlèieT 


Q° 3 2 (m—vw) 


En tenant toujours compte du fait que vw Æ » on peut écrire 


(21) aW -— 3 = av" a EAN me LE TN 
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” L'énergie totale émise par la radiation w s'obtient en intégrant 


2 0 ,. 2 He 
WW — 4 Le | sin?r(v, vhig,. 
3 € à (vs — va) 


Intégration facile si on se souvient que 


2 


F® Sin? gx 
2 
./— © X 


ax = "9 


et en remarquant que par rapport à la nouvelle variable » — »% on 
peut sans erreur sensible prendre l'intégrale de — co à +. 
L'intégrale cherchée a la valeur 


ae Sin? r(v—v)é{ 3, mn 
PU ee 0 
d’où l’expression finale de W 
ae 4e av at 
3c° 
Pour obtenir la formule habituelle de LARMOR, calculons l’accéléra- 


tion [' correspondant à la aïème composante du mouvement de 
l'atome Ma. 


(22) 


IFRS Se sin (2rvé + 0,)] — 2nv,v, COS (2rwt + Lo) 
d’où 
r?, = DTA UE, 


L'équation (22) donne la formule classique de LARMOR 


Mer 2c'e 
(23) RP + LR 
donnant l'énergie rayonnée par unité de temps. 

Nous allons maintenant utiliser l'Hamiltonien (12) non plus avec 
les méthodes classiques, mais avec celles de la mécanique ondulatoire. 
Or l’'Hamiltonien H peut s’écrire 


H = H, + % 


2 PA So à 
(24) SE ee + EV + 2 É 7e ar 2e.) 
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représente ce qu’on obtiendrait si on ne tenait pas compte de l’inter- 
action de l’atome et de la radiation, et JC représente le terme com- 
plémentaire 


eg = VE Dan) Pt. +8}. (ap. 


On sait que pour déduire de l’'Hamiltonien H d’un système quelconque, 
l'équation de SCHRÔDINGER correspondante, il suffit de considérer 


H(gr, px) 
comme un opérateur, l'équation de SCHRODINGER étant donnée par 
ha à h oY 
(8) H( qe — 2e ou] Ÿ 2 2e af 
On peut chercher les solutions de (26) de la forme 
ip 
y — ye h 


On trouve que # est alors donné par 
h 0 
(27) H(q, rs u(g) = Eu(g). 

La fonction # ne dépend pas du temps et l'équation n’a de solutions 
régulières dans tout le champ des variables que pour une suite discrète 
de valeurs de E, soient 

He Hu. 
Les solutions correspondantes de (27) forment une suite orthogonale, 


que nous pouvons normaliser. Soient %,, #,..., ue... ces solutions; on a 
donc 


IEZ — Ô avec uebe si D 
a Fi lu—0 ss 178 
Toute combinaison linéaire des solutions 


Eu 
Vy = ue 


sera évidemment solution de l'équation générale (26). 
Nous écrirons donc la solution de (26) sous la forme 


' À Eu 
L'ES à axuye =: 
k 


s — 62 — 
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les ax étant des constantes en général complexes. 
Si nous voulons imposer à W la condition habituelle 


fire: 


nous devons imposer aux constantes 4x la condition 


(28) D Fa |? = x ou » dxâ = I 
k k 


le symbole 4: désignant la quantité conjuguée de a. - 

La signification physique des ax est bien connue (principe de BoRN) : 
le carré du module de ax représente la probabilité pour qu’un observa- 
teur trouve le système dans le kième état quantique. Considérons 
maintenant le système ayant l’Hamiltonien non perturbé 


À QE. 
1 BR 2 + eV + DEZ + 2tyr.q".) 


H, est la oite de l’'Hamiltonien de l’électron 
2 
(20) nn 


et des Hamiltoniens d’oscillateurs harmoniques de masse 1 de fré- 
querices vs 


(30) = + 2mv2.qèe. 


Soit #n (# est un entier quelconque) une fonction de SCHRÔÜDINGER 
pour Î’Hamiltonien (20) et Ex% la valeur propre correspondante, 
soient de même #»1, Una. Uns.… (M1, M2, Ms Sont des entiers quel- 
conques) des fonctions de SCHRÔDINGER pour les radiations I, 2,... s.. 


et En; En, Ens… les valeurs propres, tout produit 


T° [En + Ens + ...]! 
(31) Una ns ° + + Un, +: + € 


OÙ A, M, M, Ns Sont des entiers quelconques, sera solution de l’équa- 
tion de SCHRÔDINGER, correspondant à l’'Hamiltonien H, 
Les valeurs En... En. correspondant aux oscillateurs harmoniques 


sont connues : 


Re = (mn, 5 =) 
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En négligeant les constantes additives > hve indépendantes de 


l’état quantique » le produit (31) peut s’écrire 
UnUn, + Un," € h 


S 


[En + Avira + ce Hhvins + et, 


La solution la plus générale de l'équation de SCHRÔDINGER pour 
l’'Hamiltonien non perturbé sera encore une combinaison linéaire à 
coefficients constants 


FE LEn imite vente], 
(32) > Annyng ns" Unln Une: e € 
: NN. ns 


Nous aurons la condition de normalisation 


d'lenres sun 


S 


La signification physique des a est la suivante : le carré du module 
de An n1.. n, représentera la probabilité pour qu'on trouve l’électron 
dans l’état quantique » et les radiations 1,2... s.. dans les états n, n9.. 1... 
Si nous supposons par exemple que 


(ÉTAT: 


tous les autres a étant nuls, cela veut dire que l'atome est dans le 
deuxième état quantique et que les oscillateurs de radiation I, 2, 3... 
sont excités par I, 3, 8... quanta. 

Nous allons maintenant tenir compte de l’’interaction entre 
l'atome et la radiation. L’Hamiltonien du système sera alors H, + JC 
et l'équation de SCHRÔDINGER 


sn LRU 
Ce PRET 

qu'on peut écrire 
h oW M sn 


Nous allons chercher à trouver des solutions de la forme (32) 


27 
[En + Ana + eee Hhnv, +], 
(34) D Vanne: DE NET SL 


S 


mais où les a sont alors des fonctions à déterminer du temps. En se 
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souvenant que l'équation (33) sans second membre serait satisfaite 
par la forme (34) avec des a constants, on voit que l'équation (33) devient 


: ns he u ts Nr 
2Ti RAR MATE AS mu LPS LEE 
(35) 
= 8 + Van, * Untn, : «+ € P 


Ne pas oublier que dans le second membre J représente un opérateur. 
Il n’opérera pas sur les a fonctions du temps seul, ni sur le facteur expo- 
nentiel. Nous pourrons donc écrire, en remplaçant les n, par des m4: sous 
le signe À du second membre pour faciliter les calculs ultérieurs 


2T1 


h NX. Ent Himeve ee efé 
D) CS US TL 
(36) 


— nm © 2m: * * (Un - = + Un: )e À 


Pour résoudre multiplions les deux membres de cette égalité par 


2TL 


Efatesemeveteselt, 


27 
} Ep Les +hvins +. +hven, +-..]é 
tnt, 2 ee Un eee À Le dgdg: : -- dq,:: 


S 


et intégrons dans tout le champ des variables. Toutes les fonctions # 
étant normalisées le premier membre donne 4n,.…. n1,.….n.... Quant au 
second membre il peut s’écrire 


16 à 2? 16 . 
NC ES 4 Ænms "me nan 5 mime mit 


(37) RE 


PE, —E, + hifi) + << (mem). 
(4 


avec nes 


"ss mm À 


Fun, * £ : 
(38) ff. ne. Une TO(mthm * + * Um,» *)dqdQu + - Ag + 


Dans ! second membre on doit remplacer l'opérateur JC par son expres- 
sion (25), augmentée, si cela devient nécessaire, du terme complémen- 
taire (13). 

En ne conservant que le terme (25) 


EDITÉ 


— 65 — 


ANNALES DE L'INSTITUT H. PoINCARÉ. 5 


(a : g) + BE, ( (A, p) 
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on voit que le seul opérateur différentiel est (As. p) qui portant sur le 
produit t6m%%m...%#m2..… donne 


h 
— 25 (à + STAd tém)tém, * + + #6 


En définitive l'opérateur JC (tm my. 4m.) STA 


Ktm, * * * Um, *) Reyes 


s Le 


(39) 


sin } + 4) + 8, (As - grad tn)tém, tôms * © * Um, * 

En substituant dans (38) on obtient ainsi une somme de termes, 
faciles à calculer en remplaçant l'intégrale multiple par le produit des 
intégrales relatives à chaque paramètre. Calculons le sième terme ; c’est 
un produit d’intégrales. Pour le paramètre g nous avons l'intégrale 


fun sin {2 9) + 8, À grad w.dg. 
Nous poserons 
(40) RER Æ, J sin (a - 9 + 8) ue, grad tn dg. 


Pour tous les autres paramètres sauf q, on a les intégrales 


RE + 
si "=, 


(41) [usinage = = ' 


à cause de l’orthogonalité des fonctions w. 
Enfin pour le paramètre gs on a : 


O0 S MmMÉn EI 


(42) [ grénssmde = V _ VB EI S M=n+I 
Nes Vns si M = NN — I 


Ces dernières relations peuvent se vérifier facilement car les # sont les 
fonctions fondamentales d’un oscillateur de masse 1 de fréquence »s. 
On peut aussi remarquer que le premier membre est l'élément n+ "M: 
de la matrice représentant l’abscisse d’un oscillateur harmonique de 
masse 1 et de fréquence ». On sait que dans une telle matrice les seuls 


EN + 
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termes non nuls sont ceux qui entourent la diagonale principale. Ils 
correspondant à ms — #45 + x et ont la valeur indiquée dans (42). 

On voit ainsi que FCuny.….n, ; mm... m,… est nul sauf si tous les mu 
sont égaux aux # sauf un qui doit être tel que #4: — ns + 1et on a 
alors 


 Hn,ns, ND Mat Mig 3 MMMo M ET; cehgeee 
__(V# Ti) 
(43) / e h [l 
| EE m Va / pe (A; $ Porn) 
| v# 


ou l’on doit prendre /#,+71 ou", selon que M3 — hs + I OÙ Ms = —1. 

En portant dans (37) nous pouvons déduire 4. 

Nous allons pousser les calculs dans le cas particulier important où 
les dimensions de l’atome sont petites vis à vis de la longueur d’onde 
de la radiation émise ; dans ces conditions l'expression du vecteur Penn 
peut être simplifiée. On avait posé 


ne He N 2TY, 2) 
(44) Poom = — 7 2 (d, - d) + Ê, ( #n grad whdg. 
L, Nous écrirons ici avec l’approximation consentie 
(45) | Pynm =— _ sin £, | w, grad w,,dq 
1777 27 rs n me 
Mais on peut démontrer facilement que 
(46) — LE Un LTAË Un = 27 Vpn 4 JUnUmAg. 
L/équation (45) donne alors 
(47) P,508 —= 27Vyn sin 10, 
en posant 
(48) Qum — J ansdg 


Qnm représentant l'élément », m de la matrice Q donnant le rayon 


vecteur de l’électron, 
Dans ces conditions l'équation (43) devient 


Pl UE 
TÀ h Vnn _: 
(49) Hnoomsrzmermres = #6 Qi _- 
u7 
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En portant dans (37) on a immédiatement 


[4 RE 
PANNE 
(5°) ne dis cat 
| m8 + on “at VER + A ghrn es bles 
sin 8, + 
| D Mn NN 


C’est l'équation fondamentale ; connaissant les valeurs initiales des & 
on peut en déduire leurs valeurs à un instant quelconque par intégra- 
tion. . 

Nous allons indiquer brièvement quelques exemples de phénomènes 
que l’on peut étudier grâce à cette théorie. 

La recherche de la vie moyenne de l'atome dans un état donné, 
l'état 2 par exemple, s'obtient en cherchant l'expression de lan. 
en fonction du temps. 

Si à l'instant initial l'atome est effectivement dans l'état 2 


Age ---e —= I pour — 0, 


connaissant les valeurs de a pour £ — ©, nous pouvons déduire des 
équations (50) la valeur des a pour £ quelconque. On trouve ainsi 
Mi” è 
lame 
qui nous démontre que la probabilité que l'atome soit dans l'état 2 
décroît exponentiellement avec le temps; + est la vie morenne chet- 
chée. 

On peut encore traiter avec la mème méthode le problème de Ia lar- 
geur des raies spectrales, c'est-à-dire étudier la répartition des intensités 
des diverses fréquences », de la radiation, connaissant la iréquence 
propre », de l'atome. 

L'avantage de cette théorie est de traiter indifféremment des pro- 
blèmes qui se traitent par la théorie oscillatoire de la lumière ou des 
problèmes qui se traitent par la théorie des quanta de lumière. 

Nous pouvons ainsi traiter aussi bien le problème des interiérences: 
qui se résout généralement par la théorie oscillatoire, que l'effet 


ComproN qui se traite par la mécanique quantique, ou enfin l'effet 


DoPeLER qui occupé une position intermédiaire. 
Nous allons prendre tout d’ ‘abord une application assez PR 
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le cas de deux atomes rayonnants. Soient À, B ces deux atomes et r 
leur distance, il nous faut trouver l’Hamiltonien.du système formé par 
les deux atomes et la radiation. Nous ne traiterons que le cas où l’in- 
teraction directe des deux atomes est négligeable (distance 7 assez 
grande). 

Dans ces conditions, l’'Hamiltonien du système sera la somme des 
Hamiltoniens des deux atomes, de la radiation et des deux termes 
qui représentent les interactions des atomes A et B avec la radiation. 
Nous allons encore considérer les grandeurs 
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dont les carrés représentent les probabilités pour que le système soit 
dans l’état caractérisé par les nombres quantiques #4, nn» pour les 
atomes et #,... ns. pour la radiation. 

Supposons pour simplifier que les atomes À et B aient seulement 
deux états quantiques possibles x et 2 et qu’à l'instant initial, le seul 
atome A soit excité, c’est-à-dire 


tous les autres 4 étant nuls à l'instant initial. 

Les valeurs ultérieures des a sont données par l'intégration des équa- 
tions (50). On trouve encore que le terme 49... décroît exponentielle- 
ment avec le temps. 

Les probabilités 


1100-* ‘1°0°°° 


croissent au contraire, et cela d’autant plus que les fréquences exis- 
tantes » de la radiation sont voisines de la fréquence propre »,, de 


l’atome. Au bout du temps . la radiation émise par l’atome À arrive 


en B; la probabilité d'interaction des deux atomes, par exemple, re- 
présentée par 


FRERE 


qui était nulle ou très faible auparavant, croît brusquement pour 
atteindre un maximum et décroître ensuite. 
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La grandeur du maximum de la probabilité est proportionnelle à 
3. Donc l'intensité reçue par l’atome B est inversement proportion- 


nelle au carré de la distance AB ; et il résulte de la théorie, que l’action 
s’est propagée de À à B avec la vitesse c de la lumière. 

Nous allons traiter de même un cas d’interférences plus complexe. 
Soit À un atome émetteur et considérons un interféromètre quel- 
conque constitué par deux trous d'VOUNG, par exemple. Pour étudier 
la radiation émise à travers l’interféromètre, nous considérerons un 
second atome récepteur B, situé de l’autre côté des trous d’VOUNG. 
Pour pouvoir appliquer notre méthode nous allons supposer À et B 
enfermés dans une enceinte à parois réfléchissantes, cette enceinte 
étant séparée en deux par l'écran percé des deux trous d’VOUNG. 

La radiation qui se trouve dans la région de À est produite d’une 
part par les ondes stationnaires créées par À, d’autre part par les ondes 
diffusées par B à travers les trous. Et de même pour la radiation de la 
région de B. 

A l'instant initial À est excité. B ne l’est pas et aucune radiation ne 
se trouve dans l’enceinte, donc : 
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On peut suivre les valeurs des diverses probabilités au cours du temps 
par l'intégration d'équations analogues à l'équation (50). Pour que B 
puisse être excité, c’est-à-dire pour que &»9-.0 Püuisse prendre une 
valeur notable, on trouve que B doit être situé dans un certain 
nombre de régions, qui ne sont autres que les ventres trouvés dans la 
théorie classique. 

De même nous pouvons traiter de la réflexion sur un miroir plan. 
L//atome émetteur A et l'atome récepteur B sont encore enfermés dans 
une enceinte dont on fera croître indéfiniment les dimensions. A l’ins- 
tantinitial; À seul est excité ai. Tr, 

On trouve encore que cette grandeur décroît exponentiellement avec 
le temps. Cherchons la probabilité pour que B soit excité, c’est-à-dire 
LAN A 

Nous trouvons alors la variation de 43.9, avec le temps. 

Jusqu'à l'instant {, qui correspond à l’arrivée sur B de l’onde émise 
par À On à &jpp.g — © ; Ag) CToît alors jusqu’à une valeur cons- 
tante (inversement proportionnelle au carré de la distance des deux 
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atome). À l'instant £, où l’onde réfléchie sur le miroir revient en B il y 
a de nouveau un changement. Si l’atome B se trouve dans un ventre, la 
courbe suit le trajet (1), c’est-à-dire que l'intensité est notable. Si au 
contraire B se trouve à un nœud, la courbe suit le trajet (2) : l'intensité 
lumineuse est nulle. Pour une position intermédiaire de l’électron B on 
obtient une courbe intermédiaire entre (x) et (2). 


Etude de l’effet Compton 


La théorie quantique est basée sur la conservation de la quantité de 
mouvement. Initialement la quantité de mouvement de l’électron est 


nulle, celle de la radiation est un vecteur de grandeur LE Après 


la diffraction la quantité de mouvement de l’atome est un vecteur mu, 


. . hv! 
celle de la radiation un vecteur ni La somme de ces deux vecteurs 


> 


doit être égale à la quantité de mouvement initiale 7 


Dans la théorie que nous allons exposer, il nous faut remarquer que 
l’électron considéré est un électron libre : il n’a donc pas d’états quan- 
tiques définis par une suite discrète d’entiers ; nous pouvons toujours 
cependant caractériser sa vitesse par un nombre # qui sera ici continu 
(au lieu d’être un entier comme précédemment). 

D'autre part dans l’expression de l’énergie de l’électron dans le 
champ, (équations (10) et (11)) nous avons fait une approximation dans 
le développement de 

xe-2) 

2m ë 
mais ici le terme sie ne produit aucun effet, car nous considérons 
un électron libre qui ne peut absorber un quantum entier ; il est donc 
CE 
2mc?? 
tonien (12) le terme H, donné par l'équation (13). 

Ceci posé nous allons encore être amenés à considérer les coefficients 


nécessaire de conserver le terme c’est-à-dire d'ajouter à l’'Hamil- 
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dont les carrés représentent la probabilité pour que l’électron ait une 
vitesse définie par le nombre », la radiation de fréquence ». étant dé- 
finie par le nombre quantique ns. 

A l'instant initial, l’électron est immobile, seule la radiation » est 
excitée, c’est-à-dire 


tous les autres a étant nuls. 

Cherchons la probabilité pour que, à l'instant £, l’électron ait une vi- 
tesse définie par #, le nombre quantique n, de la radiation » ait dimi- 
nué de un, tandis qu'il s’est créé une nouvelle radiation de fréquence vs. 
Cette probabilité est représentée par le carré du module de 
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On trouve que pour que la valeur de cette probabilité soit notable, 
il faut qu’il y ait la relation donnée par la théorie quantique entre les 
quantités de mouvement des radiations et de l’atome. 

Le calcul précédent peut être développé pour trouver l'intensité de la 
lumière diffusée, on obtient l'expression classique de THOMSON, mul- 
tipliée par un facteur voisin de l’unité (ce facteur est le cube du quo- 


tient . des fréquences avant et après la diffraction). 


Etude de l’effet Doppler 


L'explication quantique de l’effet DOPPLER est basée sur le principe 
de la conservation des quantités de mouvement de l’atome, et de la 
radiation émise par son électron. 


NT .- hv 
La somme géométrique de la quantité de mouvement * du quan- 


tum de lumière et de la nouvelle quantité de mouvement mv de l’atome 
doit être égale à l’ancienne quantité de mouvement de l’atome. Comme 
la vitesse de l’atome varie, il y a variation de l'énergie lumineuse émise 
et par suite une variation de la fréquence qui correspond à la variation 
de fréquence donnée par la théorie ondulatoire de l'effet DOPPLER. 
Nous pouvons développer une théorie de l'effet DOPPLER avec la 
théorie générale de la radiation que nous avons lexposée. Considérons 
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un atome en mouvement et la radiation. L'état de l’électron émetteur 
est défini par un nombre quantique n ; le mouvement d'ensemble de 
l'atome est défini par un autre nombre quantique, soit m, qui définit 
la vitesse du noyau. 

Supposons qu’à l'instant initial l’électron n’est pas sur son orbite 
stable, mais qu’il est sur n — 2 par exemple, et qu’il n’y a pas de 
radiations dans l’espace, donc : 
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Cherchons après un certain temps la valeur du coefficient 43m/p910:+-0 
qui nous représente la probabilité que l’atome ait émis son énergie 
d’excitation. 

On trouve pour &ym'y..1...0.…, une valeur différente de zéro, mais pour 


que cette valeur ne soit pas négligeable, il.doit exister entre la quantité 
de mouvement initiale, définie par #, et la quantité de mouvement 


: SAR ae: hv RU 
finale, définie par "', ainsi que celle correspondant à l'indice s 


de Ia radiation émise, la même relation que celle obtenue par la théorie 
quantique ordinaire, c’est-à-dire que la somme des quantités de mou- 
vement de la radiation et de l’atome après émission est égale à la quan- 
tité de mouvement primitive de l’atome. On peut même pousser le 
calcul jusqu’à obtenir l'intensité de la lumière émise : les résultats sont 
conformes à ceux de la théorie classique. 

Nous voyons par ces quelques exemples que Îa théorie exposée ci- 
dessus nous permet de retrouver toute une série de résultats classiques ; 
mais son avantage est d'étudier d’une même façon des phénomènes 
qui dans la théorie classique sont étudiés de façons tout à fait différentes 
comme le problème des interférences ou l'effet COMPTON. 

Pour terminer nous attirerons encore une fois l’attention sur les para- 
mètres 4 dont le carré du module représente, nous l’avons dit, la proba- 
bilité pour que le système considéré soit dans un état déterminé. Si 
un des a seulement a une valeur différente de zéro, l’état du système 
en résulte bien défini par la théorie. Mais si deux des a ne sont pas 
nuls, on peut seulement dire quelle est la probabilité de trouver le 
système dans l’un des deux états ou bien dans l’autre. L'interprétation 
statistique de la mécanique quantique affirme qu’il n’est pas possible 
de prévoir sur le système rien de plus que ce résultat statistique. Cette 
conception se trouve en opposition absolue avec le principe de cau- 
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salité. D'autre part on peut sauvegarder ce principe en supposant que 
l’état du système est en réalité exactement prévisible, mais dépend de 
facteurs que nous ignorons encore ; on peut toujours penser que c’est 
notre ignorance à leur sujet qui laisse subsister une indétermination. 
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